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MM. 
Ackermann-Teubner, ^diteur, Poststvasse, 3, a Leipzig (Allemagne). 
Alezais fRaymond), rue Sainte-HeUne, lo, ^ Lyon (R!i6ne). 
Allardice (E.-E.), Stanford University, Californie (Etats-Unis). 
Amici (Nicolas), professeur a rinstitut technique, & iVIacerata (Italie). 
Amodeo (F.], ^ia Scarlatti, 32, i Naples (Imlie). 
Aiidr6 (D6sir6), docteor es sciences matli^matiques, rue Bonaparte, 70 bis 

Appell(PaTil), membre dc I'lnstitut, rue dc ^'oaiiles, 2j, a Saiat-Germain- 
en-Laye (Seine-el-Oise). 

Arou (H.), qiiai de Jemmapes, aoo, i Paris. 

Astor, professeur k la Faculty des Sci' 
(Iscrc). 

Aubert (P.), professeur au college Stanislas, ruedel'Oraogerie, ■ 
(Sein.-Bt-Oi..). 

Aubry (A.), a Ouzouet-sur-Loire (Loiret). 

Autoime (Leon), ingenieur des ponts et chaussces, rue MonI 
Lyon (Rli6pe). 

Baire (R.), professeur au lycee, 23, quai Viclor-Hugo, i Bar-li 

Barbette (E. ), rue Hullos, 19, a Liege (Belgique). 

Beaupaiu (Jean), rue Fabry, 68, i Liege ( Belgique). 

Betidixsoii(Ivar), professeur a I'Ecole PolytechniqtK 
a Stockholm (Su^de). 

Beudon, decede. 

Bioche (Gh.), professeur au lycee Louis-ie-Grand, rue Notre-Dai 
Champs, 56, a Paris. 

Blutel, professeur au lycee Saint-Louis, maltre de conferences a la Sorbor 
rue Denfevt-Rochereau, no, a Paris. 

Boccardi (Jean), assistant a I'Obseryatoirc royal astronomlque dc Cata 
Sicile (Italie). 

Bonaparte (prince Roland), avenue d'lena, to, aParis. 

Borel (fimile), mailre de conferences a I'Ecole Normalc supcricurc, boulei 
Saint-Germain, 3o, a Paris. 

Boaet, a LimeriiS (Belgique), 

Bourtet (C), professeur a I'Ecole des Beaux-Arts et au Ijcee Saint-Lc 
avenue de I'Obsei'vatoire, aa, k Paris. 

Boutin (Augusta), rue Antoinette, 3o, k Paris. 

Brand (Eugfene), rue de la Ruche, 5i, k Bruxelles (Belgique). 

Brooard(G.). me Marie-Ther^se, a3, au Havre (Seine-Inferieure). 

Brocard (H. ), chef de bataillon du genie en relraite, rue des Dues, 75, a I 
le-Duc (Meuse). 

Brown (E.-W.), Chrisi's College, a Cambridge (Angleterre). 

Bnsclie (E.), am Baum, 5i, a Bergedorf bei Hamburg (Allemagne). 
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Oabreira (Antonio), membre de I'Academie royalc dcs Sciences, lua c!a Ale- 
gria, 36, a Lisboniie (Portugai), 

Cabreira (Thomas), professeur a I'ficole Polytechnique, rua da Alegi-ia, 36, 
a Lisbonne (Portugal). 

Cahen (E.). professeur au college Rollin, rue de la Pompe, 32, a Paris, 

Cantor (Moritz), Hofi-ath, professeur a I'Universite, Gaisbergstrasse, i5, a Hei- 
delberg (Allemagne). 

Capelli (Alfredo), professeur a I'Universite, 4', Juori Portamediana, a Naples 
(Italie). 

Cartan (:^lie), maitre de conferences a la Facultc des Sciences, rue Suchct, 
38, 4 Lyon (fib6iie). 

Oarvallo, examinateur dc sortie a I'licolc Polytechnique, rue Clovis, i, 
a Paris. 

Caspary (F.), decide. 

Cellerier (G, ), quai des Eaux-Vives, 34, k Geneve (Suisse), 

Charlier (C.-V.-L.), professeur a Lund (Su^de). 

Glimesco (Constantin), professeur a rUniversit6, Slrada Pacurari, ag, a Jaasj 
(Roumanie). 

Contarino (Francesco), astronoine a I'observatoire de Capodimonte, a Naples 
(Italie). 

Cosserat (EugSne), professeur a la Facultc des Sciences, rue de Mctz, i, a 
Toulouse (Haute-Garonne). 

Cotton (ilmile), maitre de conferences a rUniversite de GrenobJe (Isere), 

Couturier (Casimir), a Melle-lez-Gand f Belgique). 

Crawford (C), Manilla Road Clifton, S Bristol (Angleierre). 

Curjel (H.-'W.), Welbeck Road, i8, a Birkdale, Southport (Angleterre). 

Cyon (E. de), rue deThann, 4, a Paris. 

Cztiber (E.), professeur a I'^cole Polytechnique superieure, Neulinggasse, 3, & 
Vienne, III (Autriche). 

Darboux (G.), secretaire perp^tuel de i'Acadfimle des Sciences, Doyen de la 
Faculte des Sciences, rue Gay-Lussac, 36, a Paris. 

David (E.), Carmen Sylva, 6, a Bucarest (Roumanie). 

Delahaye (Georges), a Roye(Somme). 

Demoulin (Alph..;, professeur k I'Universite, rue du Bas-Polder, to, a Gaud 
(Belgique). 

Dickson (L.-E.), Universite de Chicago, i4a, Faculty Exchange (Etats-Unis 
d'AmSrique), 

Diokstein(S.), rue Massalkowski, i r;, a Varsovie (Russie). 

Dilhau (J.-J. ), professeur au lycee, rue Rourgneul, ag, a Bayonne (Basses- 
Pyrenees). 

Dingeldey (Fr.), professeur a I'Ecolc Polytechnique, Grijner Wcg, i3, a Darm- 
stadt (Allemagne). 

Draoh (J.), maitre de conferences a la Faculte des Sciences, k Clermont- 
Ferrand (Puy-de-DOme). 

Droz (Auguate), professeur au Gymnase, clos du Matin, 3, a Lausanne (Suisse). 

Duporcq (Ernest), ing^nieur des telegraphes, boulevard Pereire, 162, k Paris. 

Ely Achsale (M"-"), Vassar College, a Poughkeepsie, New-York (Etats-Unis ), 
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in), rue Justc-Lipse, 20, a LouYain (Belgique). 
Emiue (Mehmed), ingenieur des telegraphes, a Constantinople (Turquie). 
Fano (Gino), professeur a I'Uiiiversii^ de Messiiie (Italic). 
Fauqu ember gue (i^lle), professeur au lycee, S. Mont-de-Marsan (Landes). 
Fehr (Henri), professeur a I'Universtte, rue Gerray, 19, a Geneve (Suisse). 
Finger (J.), professeur a I'l^cole Polyte(;iinique superieure, 35, Alleegasse, a 
Vienne, IV (Autriche). 

Floqaet(G.), professeur a la Faculte des Sciences, rue Sainc-Lambert, 17, a 
Nancy (Meurthe-et-Moselle). 
Forsyth, Trinity College, k Cambridge (Angleterre). 
Fonet, professeur A I'lnstitut catholique, rue Lhoraond, 18, a Paris. 
Fouret (G.), repetiteur et esaminaceur d'admission a I'Ecole Poiyteclmique, 
rue Washington, 16, k Paris. 
Fredholm (Ivar), 3o, Brahegatan, k Stockholm (Suede). 

F^isawa, professeur a I'Universite imp^riale des Sciences, k Toftio (Japon). 
Gaillot, sous-directeur de I'Observaloire, a Paris, 

aaldeano(Zo@lde), professeur a rUnivergite, cosogg.S, a Saragosse (Espagne). 
Gallardo (Angel), ing^nieur civil, professeur suppliant k I'Universite, 966, 
Santa-Fe, Buenos-Ayres (R^publique Argentine). 

Gauthier-ViUars (Albert), ancien ^i^ve de I'lJlcole Polyiechnique, ediieur, 
quai des Grands-Augustins, 55, a Paris. 

Gavrilovic (B.), professeur a I'Universite, a Belgrade ( Serbie). 
Geiser (C.-F,), professeur a I'Ecole Polyiechnique, Kiissnacht, a Zurich 
(Suisse). 
Geliu (Abbe), professeur au college Saint-Quirin, k Huy (Belgique). 
Genaille (Henri), boulevard Rochechouart, 68, k Paris. 
Gibson, Renfrew Street, i83, a Glascow (^cosse). 

Godefroy, bibliothicaire de la Faculte des Sciences, a Mtirseiile (Bouches- 
du-Rh6ne). 
Godos (■Qarcia), professeur a la Faculty des Sciences de Lima (P^rou). 
Gordan(Paul), professeur S I'Universite, Gcethestrasse, 5, k Erlangen (Bavi^re). 
Greenhm (A.), Ordnance College Woolwich, a Londres (Angleterre). 
Guazzoni (P.-G.), k Busto-Arsido, Lombardie (Italie). 

Guccia (Jean), professeur a I'UniversitiS, via Ruggiero Seltimo, 28, a Palorme 
(Italic). 

Guimaraes (Rodolphe), membre de rAcadimie des Sciences, rue Nova da Picdadc, 
55, a Lisbonne (Portugal). 

Gutzmer, professeur k rUniversil^, Wildstrasse, a, a lena (Allemagne). 
Quyou, roembre de i'lnstitut, capilaine de fregate, rue de Vaugirard, 71, a Paris, 
Haas (Charles), Malrosengasse, 8, k Vienne, VI (Autriche). 
Hadamard ( Jacqaes), professeur adjoint k la Faculte des Sciences, professeur 
suppleant au College de France, rue Humboldt, a5, k Paris. 

Hagen (G,), director of the Georgetown College Observatory, West Wash- 
ington (fitats-Unis). 

Halsted (Q,-B.), professeur k I'Universite da Texas, Guadelupe Street, 
3407, a Austin, Texas (Etats-Unis). 

Hancock (Harris), professeur a I'Universite de Cincinnati, Ohio (Etats-Unis). 
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Harkness (J.), Bi-vn Mawr College, & Bryn Mawr, Pensylvanie (fitats-Unis). 

Haton de la Goupilliere, membre dc I'lnslilut, in^pecieur general des mines, 
rue de Vaugirard, 36, a PaHs. 

Heffter (Lotbar), professem- a I'Universile, Gcethes-trasse , 17, a Bonn 
( Aliemagne). 

Henry, iospecteur general des ponts el chauss^es, boulevard Saint-Germain, 22, 
a Paris. 

Hermann, libraire-editeur, rue de la Sorbonne, 8, a Paris. 

Hertzer (Hugo), professeur a I'Ecole technique superieure, Frotienscrasse, 14, 
a Berlin, W (Aliemagne). 

Hess (Edm), professeur k I'Universite, BarfOgserihor, 5, a Marburg (Prusse). 

Hilbert (David), professeur ft I'll uiversit^, Wilh. Weberslrasse, 29, a Gottingen 
(Aliemagne). 

Hoffbauer (Henri), quai de Valmy, 17, a Paris. 

Issaly (Abbe), roe Margaux, 16, a Bordeaux (Gironde). 

Jaccottet (Charles), professeur ik I'Ecole induslrielle de Lausanne (Suisse). 

Jacquet (E.), professeur au Prytanee militaire, rue Couchot, 8, & La Fleche 
(Sarthe). 

Jahnke (Eugen), assistant a I'Universite de Berlin, Patiserslrasse, 55, a Berlin, 
W. i5 (Aliemagne). 

Jamet (V.), professeur au Ijcee, cours Licutaud, i3o, a Marseille (Bouches-du- 
Rhone). 

Janisch (E.), Deutsche Staatsgevferhesschule, a Briinn (Autriche). 

Jensen, ingenieor en chef dea telephones, Golbjornsensgade, i5, a Copenhague 
(Danemark). 

Jolles (M'"' A.), Humboldtslrasse, 3, a Haleosee bei Berlin (Aliemagne). 

Jolles (Stanislas), professeur a I'Ecole Polytechnique, Humboldtstrasse, a, h 
Halensee bei Berlin (Aliemagne). 

Juel (C.-S.), professeur a I'ficole Polytechnique, Romersgade, 9, a Copenhague 
(Danemark). 

Jflrgens (Enno), professeur a I'Ecole technique superieure, Ludwigsallee, 79, 
a Aachen (Aliemagne). 

Kapteyn, Stationstrasse, i3, a Utrecht (Pays-Bas). 

Keppel, Northwestern University, S Evanston, Illinois (fitats-Unis). 

Klepert (Ludw.), Geheimer Regierungsrath, Herrenhauser Kirchweg, ao, S 
Hannover ( Aliemagne ). 

Koch. (H. von), maltre de conferences a I'Universite, a Djursholm-Stockholm 
(Suede). 

Korda (Ddsird), chef du service elecirique de la Compagnie Fives-Lille, 
rue Caumariin, 64, a Paris. 

Krause (Martin), Geheimer Hofrath, professeur a I'Ecole technique superieure, 
Kaitzerstrasse, la, a Dresde (Aliemagne). 

Laisant (C.-A.), repetiteur et esaminateur d'admission a I'Ecole Pnlyiechniquc, 
avenue Victor-Hugo, 162, a Paris. 

Lampe (6mil), Geheimer Regierungsrath, professeur a I'Ecole Polytechnique, 
Kurfiirstenstrasse, iSg, a Berlin, W. 35 (Aliemagne). 

Lancelin (F.), astronomc, boulevard Arago, 97, a Paris. 
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Larmor (Joseph), Saint Johns College, a Cambridge (Angleterre). 

Laugel (licence), ancien attach^ d'ambasaade, chalet des Bruyeres , au Golfe 
Juan (Alpes-Maritiraes). 

Leau (L.), professeur au college Stanislas, rue Saint-Placide, 54, a Paris. 

L6aut^(H.), membre de I'Institut, professeur a I'EcoIe Poljtecbniijue, bou- 
levard de Courcelles, 18, a Paris. 

Lebeuf, maitre de conferences a la Faculte des Sciences, rue de I'Universite, 4^. 
a Montpeilier (Heraull). 

Lebon (Ernest), rue des ficoles, 4 bis, a Paris, 

Lecomu, ingenieur en cbef des mines, r^pSliteur a I'Ecole Poljtechniquc, 
rue Gay-Lussac, 3, k Paris. 

Legras (Gustave), Lexington avenue, 17, a New- York (litats-Unis). 

L^meray (Maurice), ingenieur civil du gSnie marilime, rue Ville-es-Martin, 
10^ Ois, a Saint-Nazaire (Loire -In ferieuve}. 

Lemoine (Emile), ancien ilivt de I'Ecole Polytecbnique, amnue du Maine, 32, 
a Paris. 

Le Roux (Jean), maitre de conferences k la Faculte des Sciences, faubourg de 
Fougeres, 4e, a Rennes (Ille-et-Vilaine). 

Le Roy (fidouard), docteur es sciences, rue de I'Abbe-de-I'EpiSe, 8, a Paris, 

Levi-Civita, professeur a I'Universite, via San Gaetano, 3394, a Padoue 
(Italie). 

L6vy (Lucien), repetileur et examinateur d'admission a I'Ecole Polyteehnique, 
rue du Regard, is, k Paris. 

Lez i^Heiori), a Lorrez-le-Bocage (Seine-et-Marne). 

LindelBf (Ernst), professeur a I'Universite, Boulevardsgataii, 12, a Helsingfors, 
Finlande (Russie). 

Lindelof (L.--L.), Boulevardsgatan, 12, a Helsingfors, Finlande (Russie). 

Lindemann (Ferd.), professeur a I'llniversitd, Franz-Josephstrasse, [2, a 
Munich (Baviere). 

Lovett (E.-O.), professeur a I'Universite, a Princeton, New-Jersey (fitats- 
Unis). 

Lucas (F61ix), ingenieur en chef des ponts el chaussees, rue Boissiere, 3o, 
a Paris. 

Lury (A.-E. de), Universite de Toronto (Canada). 

Lyon (Joseph), chemin de la Roseraie, 26, a Geneve (Suisse). 

Macfarlane (A.), Lehigh University, a Soulh-Bethlehem, Pensjivanie (Etats- 
Un;s). 

Mackay (S.), Northumberland street, 69, k Edimbourg (Ecosse). 

Maggi (J. -A.), via Risorgimento, 1, k Pise (ItaUe). 

Maillet (Ed.), ingenieur des ponts et chaussees, r^peliteur a I'Ecole Polj- 
techniquc, rue de Fontenay, 11, a Bonrg-la-Reine (Seine). 

Manescti (A.), Strada Gorvin, 4, a Jassy (Roumanie). 

Mansion (Paul), professeur a I'Universite, quai des Dominicains, 6, a Gand 
(Belgique). 

Marchesini (Alex.), k Massa di Carrara (Italie). 

Martin (Artemas), Columbia street, ]534, a Washington, D. G. (Etats-Unis). 
u (Junius), rue Maruis, 5,2, a Gand (Belgique). 
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Maupin (G.), professeur au college, a Issoire (Puy-de-Dflme). 

Mehmke (R. )i professcQi' k I'Ecole technique superieufe, Weissenburgstrasse, 
29, a Stuttgart (Wurtemberg). 

Mestschersky (J.-W.), professeur a I'Universite impiiriale, Wassili Oslrow, 
5, ligne i, log, 25, a Saint-Petersbourg (Russie). 

Meyer (Fr.), professeur a I'Universite, Mitteltragheim, 5i, a Kcenigsbei'g 
(Allcmagne). 

Minkowski (Hermann), professeur a I'icale Poly technique, Mittclstrasse, 
12, a Zurich (Suisse). 

Mittag-Leffler (G.), professeur a I'Universite, a Stockholm (Suede). 

Molk (Jules), professeur a la Faculte des Sciences, rue d'AUiance, 8, a Nancy 
( Meurthe-et-Moselie ). 

MonteBsus (de), rue de Meaux, la, ft Senlis (Oise). 

Montessus de Ballore (R.-B. de), i Toulon-sur-Arroux (Sa6ae- el-Loire). 

Moore (E.-H.), professeur a rUniversite, a Chicago, Illinois (Etats-Uiiis). 

Kaud (C), editeur, rue Racine, 3, a Paris. 

Niewenglo'wski (B. ), inspecieur de I'Acad^mie de Paris, rue de I'.Arbal^tc, 35, 

Ocagne (Maurice d'), ingeoieur des poms et ehaussces, rcpctitcur a I'licole 
Polyteohnique, rue La Bo^tie, 3o, a Paris. 

Onofrio (Georges), professeur aus Facultes cathoiiques, avenue de Noailles, 
60, a Lyon (Rh6ne). 

Fade (H. ), professeur a la Faculte des Sciences, place Richeb^, ii,k Lille (Nord ). 

Padoa(Aless.),via Pellegrino, 14, a Rome (Italie). 

PainlevS, merabre de I'Academie des Sciences, rue de Rennes, 99, tl Paris. 

Palmstrom, a Aas, pres Christiania (Norv^ge). 

Papelier (Georgia), professeur de malhematiques speciales au lyece, rue de 
Rccouvrauce, 10, a Orleans (Loiret). 

Papperitz(Erwin), Weissbachstrasse, Ci, k Freiberg, Sase (AUemagne), 

Peano (Giuseppe), professeur a I'Universite, 4, via Barbarous, a Turin (Italie). 

Pell, Universite de Dakota Sud (IStats-Unis). 

Perrin (6lie), professeur de math^matiques, rue Lamand^, 7, a Paris. 

Perrin (R.), ingenieur en chef des mines, avenue d'Eylau, g, a Paris. 

Petkovie (G.-M.), a Belgrade (Serbie). 

Phragm^n (E.), professeur k I'Universiie, k Stockholm (Sufide). 

Picou (O.), rue de Paris, 123, k Saint-Denis (Seine). 

Picquet (H,), chef de baiaillon du g^nie, r^p^titeur et examinateur d'admission 
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EMPLOI DU TEMPS. 

Dimanche 5 aout. 
V'Sii"" till soir : Reunion preparatoire au caK VoUaire. 

Liindi 6 aoCit. 
)'' du matin ; Seance geniirale d'ouverture au Palais des Congrfis. 

Mardi 7 ao&t. 



9" : Stances des sections I et II. 
2" : Stances des sections III et IV, 
4'' ; Lunch a I'Ecole Normale superii 



MercrediS aotlt. 



: Stances des sections V el VI. 
; Seances des sections V ci VI. 



Jeiidi 9 aoAt. 



9'' : Stances des sections I el II. 
2'' : Seances des sections III et IV. 



9" 1 Seances des sections V et VI. 
4" : Reception a I'Elysee, 

Samedi 1 1 aoAt. 
g'' : Stance de cloture, 
9''3o'" : Reception chcz M. le prince Roland Bonaparl 

Dimanche 12 aoiit. 

11'' So™ : Banquet, salle de TA-thenee Saitit-Gei'main. 
8''3o'° : Soii-^e de gala a I'Opera. 
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COMPTE RENDU RESUME DU CONGRES. 



Le second Congr^s international des Mathematiclens s'esi tenu a Paris, 
du 6 an 12 aofit 1900; on sait que le Congrfes de Zurich en avail confix 
1' organisation a la Soci^t^ raatliematique de FraDce, 

L'Exposition iiniverselle, qui avait lieu a Paris, pr^sentait elle-mSme 
un atlrait si considerable qu'it eUt ^le difficile d'organiser avec succes, 
pour les membres du Congr^s, des excursions sp^ciales ainsi que cela 
avait ete fait a Zurich. Le Comil6 d'organisation a cru preferable de laisser 
toute liberie aux congressistes, el a dii se borner a quelques reunions, en 
dehors des seances proprement dites. 

La premiere de ces reunions a eu lieu au cafe Voltaire, le dimanche 
5 aofit, k S''3o°' du soir; avanl I'ouverture officielle du Congres, elle a 
permis k beaucoiip de ses membres de prendre contact, de lier ou de relier 
connaissance. 

Les congressistes se sont retrouvcs Ic mardi 7 aoflt a un lunch, servi S 
I'ficole Normals superieure doutle Direcieur, M. Perrot, aval t eu 1' extreme 
amabilite de mettre a noire disposition la salle des Actes; M'"^ Jules Tan- 
nery a bien voulu tres gracieusement en faire les honneurs. MM. Perrot, 
Maurice Cantor et Darboux y ont successivcment pris la parole en des 
toasts tres applaiidis. 

Les congressisles ont ete recus le vendredi 10 aout par M. le President 
de la Republique, et le samedi 1 1 aoOt, en mtoe temps que leurs col- 
legues du Congres de Physique, par M. le prince Roland Bonaparte, dent 
on sait le gengreux devouement pour toutes les enireprises scienli- 
fiques. 

Enfin, apres la cloture du Congres, ses membres se sont reunis, en 
grand nombre, le dimanche i 2 aofit, a midi, en un banquet d'adieu, que 
beaucoup de dames et de jeunes filles ont bien voulu honorer el charmer 
de leur presence. Le President du Congres s'est malbeureusement Irouve 
trop fatigue pour pouvoir y prendre part. De nombreux toasts ont etc 
portes, d'abord par M. Darboiis, qui a excuse M, Poincare, puis par 
M. Geiser, au nom des congressistes etrangers, par M. J. Tannery qui a 
porte la sante des absents, par MM. Stephanos et Vassilief ; M. Darboux, 
enfin, a repris la parole en son propre nom, et improvise une charmante 
allocution, dans laquelle il a fait ressortir combien il est necessaire aux 
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luatheinaticiens de se senlir les coudes, piiisqu'il ii'est pas de savanls dont 
les Iravaux soient plus d^siiit^ress^s, iii moins susceptibles de conquerir la 
masse des profanes. 

Quelqnes congressistes se sent encore retrouv^s le soir k {'Opera, a une 
soiree de gala pour laquelle M. le Ministre de rinstniclion publique et 
des Beaux-Arts avait bien voulu r^scrver quelqnes places a noire 
Congr^s. 

On trouvera ci-aprSs le compte rendu des si^ances gen^rales et de celles 
des seclions; ^ I'exceptioii de^Ia seance d'ouverturc qui s'est tenue au 
Palais des Congres, situe dans I'enceinte de I'Exposition, elles onl eu lieu 
a la Sorbonne, dont le Recteur del' Academic de Paris avail gracieusement 
mis a noire disposition les amphitheatres Cauchy, Le Verrier et Chasles, 
de la Facull(5 des Sciences, ainsi que 1' amphitheatre Richelieu, pour la 
stance g^D^rale de cldture. 
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PROCES-YERBAUX. 



SEANCK D'OUYERTURE. 



C'est an Palais des Congres, edifie dans I'cnceinle de I'Exposilion iini- 
verselle, que s'est tenuc la seance d'ouverturc le fundi 6 aoill, de neuf 
heures du matin a onze Iieures et demie. Dans ['assistance, beaucoup dc 
dames et de jeunes filles aux claires toilettes. 

M, Jules Tannery^ au nom du Miiiistre de I'lnstruclion publitjue et des 
Beaux-Aria, donl ii est le representant officiel, declare le Congr^s onvert 
et souhaite la bienvenue aiix membres Strangers. II propose de coniier la 
presidence du Congres a M. Henri Poincar^, qui est nomm^ par accla- 
mation. 

M. Poincare remercie I'assembl^e et propose de nommcr president ho- 
noraire M. Hermite, que son grand &ge a empfiche de venir en personne 
assister aux travaus du Congres, mais qui, neanmoins, dit M. Poincare, 
« est de cceur avec nous ». Celte proposition est accueillie par des applau- 
dissements prolonges. 

Continuant sa br^ve allocution, le President rappelle que, parmi les 
resolutions que devra prendre le Congres, figure celle qui fixera la date et 
le siege du prochain Congres, ainsi que les organes ou les associations 
chargees de le preparer et de I'organiser. II nientionne que,-lors du pre- 
mier Congi'es, beaucoup de matb6maticiens avaient emis le vceu que le 
troisieme Gongrfe se tint a Baden-Badeo, 

Enfin, siir la proposition du President, sont nommes par acclamation : 

Vice-Presidents: MM, Gzuber, Gordan, Greenhill, Lindelof, Linde- 
mann, Mi ttag-Le filer, Moore, Tikhomandritzkj, Volterra, Zeuihen. 

Secretaire general : M. Duporcq. 

Secretaires: MM. Bendixson, Capelli, Minkowski, Ptaszycki, Whi- 
tehead . 

Presidents des six sections : MM. Hilhert, Painlcv^, Darboux, Lar- 
mor, prince Roland Bonaparte, Cantor. 

Secretaires des sections : MM. Cartan, Hadamard, Niewengiowski, 
Levi-Civita, d'Ocagnc, LaisanE. 
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Conform ^ment au programme, Ic President donne la parole k M. Morilz 
Cantor, qui lit en fran^ais sa conference Sur I' Historiographie des Ma- 
thematiques; puis aM. Vito Volterra, qiti Hi, en frangals ^galement, sa 
conference inlitul^e : Belli, Brioschi, Casorali. 

M. Rados prononce ensniie quelques paroles au nom du Minislre de 
I'lnstriiclion piiblique de Hongrie, donl il est le deliigiie officiel. 

Enfin, le Secretaire general fournit quelqnes indications oralcs aiix 
congressistes. 

La seance est levee a m''3o'". 
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SEANCES DE SECTIONS. 



■ ARITHMETIQUE ET AHiEBRE. 



Mardi 7 aoftt- 
Pr^sidcnce dc M. HtLRERT. 



La seance est ouvcrte a 9'' & I'amphithciltre Caiicliy, de la Faciiltfi des 
Sciences, sons la presidencc de M. Hilbert. M. Cartan rem|ilit Ics fonc- 
tioQS dc Secrelalre. 

M. Hilbert ouvre la stance par unc petite allociUion dans laquelle il 
souligne I'imporlance de rArithm^tique et de I'Algebre, qui constituent 
la grammaire des Malhemaliques. 

Commiinicalions : 

1. L. Atjtowne, Stir les groiipas d'ordre Jini contcniis dans le. 
groups liniaire quaternaire. 

M. Hilbert pres en te quelques remarques sur ce siijet. 

2. H. Hakcock, Remarks on Kronecker's modular systems. 
M. Hilbert presente k ce sujet quelques remarques. 

3. C. Stk.phakos, Snr la separation, des racines des equations alge- 
briques. 

Cette Communicalion est siiivie de qnelques observations dii President 
et d'un ^change d'id^es entre M. Stephanos el M. Andr6, specialement 
siir certains th^orfemes que M. Steplianos croyait nouveaux et que 
M. Andr^ avail d^ja 6nonc6s. 

4. Von Koch, Sur la distribution des no in bres premiers. 

M. Hilbert espose quelques idees personnellcs a ce siijct et fait res- 
sortir I'imporlance des r^sultats obtenos par M. von Koch. 
La seance est levee vers 1 1''. 
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PRBUILRE PAnTTL'. — DOCUMENTS ET PROCES-VBRMUX. 1? 

Jeudi 9 aout. 

Prcsidcncc dc M. HILIiERT. 

La seance est ouverte i 9'' i I'amphiLhcatre Cauchy. 
Communications ; 

5. R. Perkih, Sur les proprietes d' un certain covariant de la forme 
binaire du cinquieme ordre el leiir application d la resolution de 
I' equation. 

Sur la demande de M. Gordan, FaiUem- reprend cjueiques points de sa 
Communication. 

6. L.-E. DicKso?(, The known systems of simple groups and their 
inter-isomo/phims . 

MM. Rados, Anemas Martin et Padoa, dont les Communications sc 
trouvaient Sl'ordre du jour, etant absents, la seance est levee a io''3o'". 

Vendredi 10 aout. 

La Communicalion suivanle de M, Padoa, se rattachant a la premiere 
Section, a pii Stre faite a iine seance des Sections V et VI : 

7. A. Padoa, Un nouveau syst&me irreductible de postulats pour 
I'Algebre. 

On Irouvera plus loin le developpement des Communications prcce- 
denles, sauf celles de M, Stephanos et de M. Rados, qni ne nous ont pas 
el^ envoyees. 

SECTION II. — ANALYSE. 

Mardi 7 aoiit. 
Pr^sidence de M. PAINLEVE. 

La seance est ouverte a 9^ a I 'amphitheatre Le Verrier. M. lladamard 
remplitles fonetionsde Secretaire. 
Communications : 

1. TiKHOMANDRiTZRY, Sur I'evanouissement des fonctions theta de 
plusieups variables. 
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2. MiTTiG-LEtTLEii, Sur line extension de la sirie de Taylor. 
MM. Boicl, Hadajnard et Painievc pr^sentent qiielques remarc[iicH sur 

la CommiinicaLioii jirecedente. 

Jeudi 9 aout. 
Prcsidence do M. PAlMt.EVE. 

3. I. Bewdixson, Sur les courbes definies par Ics equations diffe.ren- 
lieiles. 

M. I'abbe Issaly profile dc I'occasion offerte par ia Communicalion de 
M. Bendixson pour parler des pseudo-surfaces. M. Hadamai'd pr^sente 
line observation sur Vindication que foiirnit le r^sultat acquis par M. Ben- 
dixson, pour le cas oii le second menibre de I'^quation diff^renlielle est 
du iroisieme degr6, II croit qu'en I'absence d'une demonstration rigou- 
reiise ce r^sultat iie permet que dans une certaine raesure de se faire une 
opinion surce c[ui se passe lorsque le degrede ce second membreest quel' 
conque. Les questions relatives aiix Equations diff^renlielles sembleni^tre, 
en effet, de celles 06 I'on peut le moins se fier k ces sortes d'inductions. 
G'est ainsi que, pour les g^od^siques des surfaces a courbures oppos^es, 
lant que I'ordre de connexion est ^gal 4 r ou a a, les conclusions sonl 
IrSs simples et ne se distinguent pas de celles que donne la discussion 
relative k I'hyperboloide h une nappe. Au contraire, des que i'ordre de 
connexion est aii moins egal A 3, les resultats changent enti^rement de 
nature et deviennent relativement corapliques. 

4. E. Jahmke, Nouveaux syslemes orthogonaux pour las derivees des 
fonctions thHa de deux arguments. 

5. J. Drach, Sur I'integrationdesequalions aux derivees partielles 
du second ordre. 

6. V.\i>t, Aperc^u sur les developpements recents de la theorie des 
fractions continues. 

7. E. Cartam, Sur I' integration des systemes d' equations aux diffe- 
rentielles totales. 

On U-ouvera plus loin le developpement de ces Communications, sauf 
celle de M. Bendisson, qui ne nous est pas parvenue, et celle de M. Cartan, 
qui a recemment paru dans les Annates de I'Ecole Normale supe- 
rieure (juillet 1901). 
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T[E. — DOCUMENTS ET PROCfiS-VERBAUX. 

SECTION III. - GEOM^TRIK. 



Mardl 7 aoat. 
Pcesidence de M. G. DARBOUX. 



La stance est ouverte k a'' a ramphithcSli-e Cauchy. M. Niewcnglowski 
remplit les fonctions de Secretaire. 
(Jommunications : 

1. E.-O, LovF.TT, Sur les transformations de contact eiitre les lignes 
droites et les spheres. 

2. C. Stkphamos, Relations entre la Geometrie projective et la Me- 
canique. 

M. Massau rappelle un Memoire ([u'il a public ii y a qiielqires ann^es 
sur des questions analogues. 

3. A, MiCFARLAiVE, Application of space analysis to curvilinear 
coordinates. 



Jeudi 9 aout. 
Presideiicc dc M. G. D\RBOUX. 

i. F. Amodeo, Coap d'ceilsur les courbes algebriques an point de 
vue de lagonalite. 

3. J. Strirgham, Orthogonal transformations in elliptic, or in hy- 
perbolic space. 

6, v. Jamet, Sur le theoreme de M. Salm-on concernant les cubiques 
planes. 

7, A. Pmioa, Un nouveaii systeme de definitions pour la Geomilrie 
euclidienne. 

M. Vassilief preseule quelqiies observations surcette Communication. 

8, Abbe IssALY, Sur les pseudo-surf aces en g&niralet sur un exemple 
particulier de pseudo-surfaces minima. 

Apr^sqoelques observations du President, ia stance est levi^e a 5'' i 5"'. 

On iroiivera plus loin le d^veloppement de ces Commiinicaliotis, sauf 

cellc dc M. Stephanos, qui nenousa pas el6 envojee, etcclle de M. I'Abl)^ 
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Issaly, qui a ele publi^e dans les Nouvelles An/tales de Mathima- 
tiqiies, p. 53-86; 1901 .On trouvera, en outre, une Note deM. F.-J. Vaes 
Sur les corps reguliers et semi-re guUers, doni I'auteur n'a pu assister 
au Congres. 

SECTION IV. - MKCANIQUK. 

Mardi 7 aout. 
Presidenee de M. CZUBER. 

La seance est ouverte a a'' a ['amphitheatre Le Verrier. M. Levi-Civita 
remplit les fonctions de Secretaire. 
Communications : 

i. I. Fkedholm, U imersion des integrates MJinies et son applica- 
tion aux problemes de la Physique mathematique . 

Jeudi 9 aoiit. 

Presideiice tie M. LA.RMOR. 

ii. J. BoccAEDi, Sur le calcid des perturbations speciales des petites 
plane tes. 

3, G. SousLorr, Sur le mouvement d'un corps solide nutoii.r d'un 
poiMfae. 

MM, Zenger et Somigliana, dontles Communicalions ^taient a I'ordre 
du jour, se trouvant absents, le President declare epuises les travaux de 
la Section. 

Vendredi 10 aout. 

MM. Hadamard et Volterra onl neanmoins fail, Ic vendredi matin, a la 
seance des Sections V et VI, les Communications suivantes a raltacher a 
la Section de Mecanique : 

4, J. HiDAMARn, Sur les equations aux derivees partielles a carac- 
t6ristiques reelles. 

5, V. VoLTEiiRA, Sur les equations aux derivees partielles. 

On trouvera plus loin le d6veloppement de ces deus Communications, 
ainsi que de celle de M. Boccardi. 
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SECTIONS V ET VI. — BIBLIOGRAPHIE ET HISTOIRE. 
ENSEIGNEMENT ET METHODES. 

Mercredi 8 aout. 
Presidence de M. M. CANTOR. 

Premiere seance. 

En raison de ['absence du President de la cinquifeme Section, M, le 
prince Roland Bonaparte, les Sections V et VI se reunissent sons la pre- 
sidence de M. Cantor, President de la si^feme Section. MM, d'Ocagne et 
Laisant remplissent les fonctions dc Secretaires. 

La seance est ouverie a 9''. 
Communications : 

1. D. HiLDERT, Sur les problemes fiiturs des MalMmatiques. 

M. Peano declare que la CommimicationiilterieuredeM. Padoar^pondra 
an probleme n" 2 de M. Hilbert. M. Mehmke rappelle qu'il a propose 
certaines representations monographiqiies dans I'espace d'oii pourrait 
r^sulter nne solution de I'^quation generale da septieme degre. 

2. R. FujisiWA, Note on the Mathematics of the old Japanese school. 
M. A. Vassilicf demande si I'on ne pent pas trouver les traces de 

I'infliience grecque, par I'interm^diaire du royaume gr^co-bactrJen, sur 
les premiers g^om^tres japonals. 

3. Leau, Proposition d'lin vceu pour l' adoption d'une langue scien- 
lijique universelle. 

Le vceu que M. Lean propose an Congrfts d'emettre est le suivant : 

i' II y a lieu d^adopter une langue scientijique et commerciale 
universe lie. 

3" Les Academies officielles sont respectueuseinent invitees a s'en- 
tendre pour la realisation de ce projel. 

M. Lean propose, en outre, la resolution suivanle : 

Le Congres decide de nommer cinq Membres d la Delegation qui 
se forme: 

1° Pour demande r aux Acad&mies officielles devouloir bien adopter 
une langue auxiliaire universelle; 
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2" Pour f aire ca choix elle-nieme ou par un Contile cree par elle, en 
cas de refus des Academies. 

Le President, en raison dc I'imporLance de ces decisions, propose de 
renvoyer la discussion a la seance du vendredi, afin de laisseraux congres- 
sisles le temps d'echanger leurs vues. 

Avant de se s^parer, on decide de coiiiiniicr les Lravaux de la Section 
a 2'', La stance est lev^e k \\^ iS"". 



Seconde seance. 



La seance est ouvertc a 
Communications ; 



■4. M. d'Ocagme, Sur les di^'ers modes d' application de la inethode 
graphique d Vart du calcul. 

S. Z, DE Galdeamo, Note sur la critique matheniatique. 
M. VassilJef pr^sente one remarque a ce siijet. 

0. A. Capklli, Sur les operations fondamentules de I'Arithme- 
lique. 

Unc discussion s'engage sur la question eotrc MM. Capelli et Padoa. 

7. M. Laisamt depose sur le bureau quelques exemplaires d'un article 
de la Bibliotheca mathematica sur I'^tat d'avancemeot des travaux du 
Repertoire biblio graphique des Sciences mathematiques. 

8. M, Laisant pr^sente le premier fascicule d'un Vocabulaire mathe- 
matique fran^ais-allemand el allemand-francais, de M. Felix MuUer, 

La seance est levee a 4*'- 

Vendredi 10 aott. 
Presidence de M. I''. GEISER. 

La seance est ouverte a g" . 

Elle di^bute par la ComTiiuni cation de M. Padoa, rattactee k la pre- 
miere Section, et celles de MM. Iladamard et Voiterra, qui se rapportent 
k la quatrierae. 

Elle est continuee par les Communications suivantes : 

9. M. Laisant lit une Note de M. Ch. MfiiiAY, Professeur a I'Universite 
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de Dijon, Sur la langue inter nationale auxiliaire de M. la jy Za- 
menhof, connue sous le nom de « Esperanto », 

10. La stance se poursuil par la discussion relative aiis propositions 
de M. Lean, presentees dans la premiere stance de la Section et relatives 
a I'adopLion d'une langue nniverselle, discussion qni, comme on I'a va 
prec^demment, avait et6 renvoy^e a la stance actuelle. A cetle discussion 
prennent part MM. Coutiirat, Laisant, Lean, Scliicedcr et Vassilief. 

M. Vassilief estime que le mouvement qui a pour but d'in trod uire une 
langue universelle est tr^s sjrapatliique et a de grandes raisons d'etre, par 
suite de la variete rapidement croissante des langnes qui sont emplojees 
maintenant par les savants pour la publication de leurs Ouvrages. Tandis 
que, dans le commencement du xix" si^cle, il suffisait pour un savant de 
connaiirele latin,le fran^aisetl'anglais (Gauss ^crivait en latin), lenombre 
des langues employees dans la litteralure scientifique a crii par suite des 
mouvemenls nationaux et continue k crottre. Par exemple, dans ces der- 
nieres annees, on a publie d'int6ressants Memoires malhematiques en 
langues serbe, croate et en langue petite-russienne. La grandeardeur avec 
laquelle Ics Japonais poursuivent les etudes scientifiques nous niettra en 
face d'une litltjrature japonaise si ies savants japonais ne veulent plus 
faire ceuvre d'abnegation en faveiir des grands int^r^ts de la Science 
comme ils I'ont fail jusqu'ici. Ce sera pour la Science un grand p^ri! que 
dix, vingt ou trente langues scientifiques; n^anmoins, M. Vassilief pense 
que cc n'est pas une langue artificielle, telle que la langue Esperanto, ou 
une langue morte comme le latin, qui puissent remplacer les langues 
vivantes, organismes dus au travail de plusieurs generations de penseiirs 
et d'ecrivains. Aussi est-ce, selon lui, dans une autre voie qu'il faut cber- 
cher la solution du probleme pose par les propositions de M. Leau, II 
faut exprimer le desir que les publications faites dans les langues pea 
repandiies soient suivies par des resumes r6diges dans une langue plus 
connne dans le monde scientifique, comme le font maintenant les Acade- 
mies de Copenhague, de Cracovie, la Sociite mineralogique de Saint- 
Petersbourg ; il faut que les ceuvres completes des savants de premier 
ordre soient publiees en deux langues, comme I'a fait I'Academie de 
Saint-Petersbourg pour les (Xuvres de Tchebycheff, que les Academies 
favoriscnt les Ouvrages lels qiie le Dictionnaire matMmadque francais- 
allemand, de Felix Muller, ou la publication de V E ncy clop idle mathi- 
matique de Meyer et Burkhardl en langue fran^aise. En consequence, 
M. Vassilief propose d'exprimer le vceu suivant, plus general que celui de 
M. Leau, et qui peut avoir plus de consequences pratiques : que les 
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Academies et SocUUs savantes de tous les pays etudient les moyens 
propres d. rem^dier aux maux qui proviennent de la variili crois- 
sante des langues employees dans la litterature scientifique. 
Ce vccu eat adopte par Ja majorile des congressistes presents. 

i\. M. R. GuiMAKAEs depose sur le bureau quelques exemplaires d'un 
Memoire Sur les Mathematiques en Portugal au xix° si&cle, Miimoire 
historique el bibliographique que M, GuJmaraes avail el^ charg^ de 
rediger en vue de ['Exposition universelle. 

Dans celte monographic, il fait un rapide examen des travaux de ses 
compalriotes, parus au cours du xix' siecle, en suivant dans cette ^tude 
le ciassement, la notation et les abr^viations adoptees par la Commission 
An Repertoire bibliographique des Sciences mathematiques. Ooylvoave 
le comple rendu de 769 travaux, dont 226 apparliennenl S I'Analjse, 
[ ga a la Geom^lrie et 35 1 .aux Mathematiques appliquees. 

12. E. Miiti.ET, Sur I'utilite de la publication de certains reiisei- 
gnements bibliograpkiques en Mathematiques. 

MM. Dickstein el Laisant pr^sentent quelques rcmarques a ce sujet. 

13. M.Vassilief communique a la Section que le ProfesseurD.-M. Sin- 
tsof a public dans le Bulletin de la Societe physico-mathematique de 
Kasan (Vol. VII, VIII, IX), sous le litre : Bibliographica mathematica 
rossica, la lisle detaillee et syst^malique des Oiivrages et des articles 
mathematiques publics en Rnssie dans les annees i8q6, 1897 el 1898. 

On trouvera plus loin le developpement de la Communication de 
M. Hilbert qui, en raison de sa grande importance, a ^16 plac^e parmi 
les conferences. On trouvera^ en outre, sous le titre de la cinqiiifeme Sec- 
tion, la |Communication de M. Fujisawa et une Communication de 
M, A. Gallaruo Sur les Mathematiques et la Biologie, qui etaii k 
I'ordre du jour, mats dont I'auleur s'est trouve absent. Sous le titre 
de la sixi^me Section, on trouvera les developpements des Notes de 
MM. d'Ocagne, de Galdeano, Capeili, Meray et Maillet, ainsi qu'un 
Memoire de M. Veronese, Sur les postulats de la Geometrie dans 
I'enseignement, donl I'auteur n'a pu assisler au Congres. 
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IVJIRNTS ET PROCES- 



SEANCE DE CLOTURE. 



La seance de cloture s'est ouverte le sairiedi 1 1 aoflt a (}'', a I'umplii- 
theatre Richelieu, sous la pr^sidence de M, Poincare. 

li s'agit tout d'abord de s'entendre siir la preparation el la dale du pro- 
chain Congres. On decide qu'il aura lieu en 1904 et I'on charge la SocUt^ 
mathematiqiie allemande du soin de I'organiser et de choisir eOe-mSme 
la ville ou 11 se tiendra. 

All Dom de plusienrs Memhrcs du Congres, M. Laisant propose d'cn- 
voyer le tclegrammo suivaiil a M. Ilermite, en viil^giature a Saint-Jean- 
de-Luz : 

« Le Congres international des Mathimaticiens envoie I'expres- 
sion de son admiration et de sa sympathie J-espectueuse au giomklre 
illustre qui honore son pays et le tnonde scientifique entier par 
son talent aussi bien que par son caractere. C'est unanimement que 
les Mathimaticiens de toutes les nations forment pour M. Hermite 
les vceux les plus sinceres de bonheur et desante {' ), » 

La proposition de M, Laisant est vot^e par acclamation, 

Le Congres vote ensuite des remercimenis a M. Greard, rccteur dc 
l'Universil6 de Paris, pour I'hospitalite qu'il a bien voulu lui accorder a 
la Sorbonne. 

La stance est terminee par la conference de M. Henri Poincare, Sur 
le role de riniuition et de la logique en Mathematiques, et celle de 
M. G, Millag-Leffler, intitul^e : Une page de la vie de Weierstrass. 

A I i''3o" le President declare cios les travaux du Congres. 



(') A.U rega de cetie depeche, M. Hermite a repondu par le tcltgramme suivant, 
adresse a M. Poincare, mais qui eat parvenu mallieureusemeiit trop tard pour qu'on 
pilt en donuer connaissance aux Membres du Congres ; 

« Veuillez 6ire aupr^s des Membres du Congres i'interpMte de mea sentiments 
de reconnaissance et leur esprimer combien je suis profond^ment touciie du 
t^moignage de leur sympathie ; ii me parvient ay terme de ma carrifire, il m'est la 
plus haute et la meilleure recompense, il me comble de joie et d'honneuren ratta- 
chant les liens de I'affection a ceux de Ja Science; j'y reponds de tout cceur en 
remerciant les amis ijue je dois k I'etude, en leur adressant mes vceux pour le succ^s 
du Congres, pour qu'il seconde leurs travau):. et contribue au magnifique avenir 
de I'Analjse dans les voies nouvtlles qu'elle s'est ouvertes. Charles Hehhite. « 
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SECONDE PARTIE. 



CONFERENCES ET COMMUNICATIONS. 



confSresces. 



L'HISTORIOGRAPHIE DES MAIHEMATIQUES, 

Par M. Maurice CANTOR (Heidelberg). 



Lorsqu'en juin 1899 le Comite organisateur me fit Thonncur de 
me dcmander une Conference dans une des deux seances generales 
du Congrfes international des Mathematiciens a Paris, la premiere 
question devant laquelle j'hesitais fut celle de la langue dans 
laquelle je m'exprimerais. L'internationaiite du Congres el le regle- 
ment adopte a Zurich en aoM 1 897 me permettaient d'employer ma 
propre langue, d'autre part, et sans prejudice pour mon estime de 
la profonde erudition de mon auditoire a laquelle nulle langue ne 
saurait etre etrang^re en theorie, je me disais qu'en pratique je serais 
micux comprls par un certain nombre dc personnes en parlant 
frangais, 

Dans cette pensee je me rencontrai sans nous concerter avec les 
autrcs oralcurs choisis pour parter dans ies seances generales. Nous 
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employerons tous !es quatre la langue du pays dans la capilale duquel 
nous nous trouvons reunis aujourd'hui, et qui est celle de la grande 
majorile des membres presents. 

La seconde question sur laquelle je devais me fixer fut celle du 
sujet dent je tacherais de vous entretenir, Les Mathematiques dans 
le siecle sur la limite duquel nous nous trouvons ont pris un elan 
presque inou'I. 

Elles ont perdu pour ainsi dire leur unite anterieurc pour se 
multiplier. Le mathematicien s'est derobe par une trappe naguere 
invisible dans le podium du tlieAtre des Sciences, et par une autre 
trappe on a vu surgir des geometres, des analystes, des algebristes, 
des aritlimologues, des astronomes, des physiciens theoriques, et 
m^me des historiographes. Ces derniers, si vous voulez me per- 
mettre de parler en leur nom, n'ont jamais eu la pretention de faire 
avancer les Sciences mathematiques dans une quelconque de ces 
branches k pas redoubles. Nous ne nous somnies avances ni vers le 
p61e arctique du calcul des fonctions, ni vers le p61e antarctique de 
I'Algebre plus loin que nos predecesseurs, nous n'avons pas decou- 
vert les proprietes des surfaces plus ou moins escarpees de la Geo- 
metric, nous nesommespasdescendusjusqu'au fond dans le gouffre 
des Equations differentielles. C'est vous, et je pourrais facilement 
citerdes noms el montrer du doigt les porteurs de ces noms immor- 
talises, a qui ce merite est devolu. Mais nous, les historiographes 
des Mathematiques, qu'avons-nous fait? 

Nous avons compose des Guides de voyageurs. Nous avons decrit 
qu'.\ telle ^poque tel fleuve a ete rendu navigable, tel canal, telle 
grande route, tel chemin de fer a ete construit, delaisse aujourd'hui 
dans de certains cas, employe plus que jamais dans d'autres, meri- 
tant d'etre repris dans de troisi^mes. Nous avons montre que ces 
moyens de communication tout en conduisant d'un endroit a I'autre 
ne manquaient pas de passer a c6te de certains points remarquables, 
dignesde s'yarrSter et pas encore aussiconnusqu'ilsen valentpeut- 
etre !a peine. Nous avons reclame chaque chemin autant que pos- 
sible pour celui qui I'a defraye, acle de reconnaissance dont la 
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justice devrait etre avouee le plus liberalement par ceux qui eux- 
mSmes ont droit k une reconnaissance semblable. 

Charite bien comprise commence par soi. Pourquoila reconnais- 
sance ne rimiterait-elle pas? Permettez-moi d'en agir de la sorte et 
de faire dans une courte esquisse I'histoire de THistoriographie des 
Matlieniatiques. 

Pour commcncer par le commencement il faudrait prendre par 
bien haut. Les successeurs d'Aristote, les peripateticiens, aimaient k 
chercher et a trouver une source personnelle des connaissances hu- 
maines, et ils se rejouissaient d'autant plus s'il leur etait possible de 
decouvrir cette source dans un des pays lointains subjugues par 
Alexandre, le disciple de leur maitre. C'est de ce penchant que sont 
nes les premiers essais d'Histoire des Sciences, Eudeme de Rhodes 
a compose une Histoire des Math email ques a une epoque tres voi- 
sine de I'an 3oo avant le commencement de I'ere chretienne. Cette 
Histoire des Matbcmatiques, nous ne la possedons pas. Certains 
fragments seutement s'en sont conserves d' une maniere ou de I'autre 
et nous font regrelter vivement ce que nous avons perdu. Eudeme, 
a en juger par ces fragments, aimait a dessiner avec nn crayon 
hardi le profil scientifique des mathematiciens dont il nous a gard6 
les nonis, 11 semble avoir donne plutot une histoire de leurs idees 
que de leurs personnes, qui peut-^tre a son epoque etaient encore 
trop connues pour qu'il fallilt s'y arr^ter. 

Vous ne m'en voudrez pas si d'un seul bond je saute plus de deux 
mille ans afin d'arriver au milieu du xvin* siecle. Non qu'il n'y ait 
en dans tout cet intervalle des essais d'Histoires des Mathematiques. 
Loin de la! Je pourrais vous citer des ecrivains jadis celebres en 
France, en Italic, en HoUandc, en Allemagne, qui ont fait de leur 
mieux, mais malheureusement leur mieux ne valait guere compart 
a ce qu'on a fait depuis et a ce qu'on demande aujourd'hui. Les 
De la Ramee, les Baldi, les Vossius, les Heilbronner se contentaient 
en general de dire que tel auteur avait ecrit sur tel chapitre tel ou- 
vrage, mais si I'on voulait savoir ce qu'il y avait de nouveau dans ces 
ouvrages on quel etait I'ceuvre scientifique d'un auteur, on restait 



y Google 



3o SKCONDE PARTIE. — CONh'EllKNCES KT fiOllMUMCATIOSS. 

sans reponse. Je me borne done a cette coiirte reniarque pour mo- 
tiver mon saut p^rilleux d'Eudeme a Montucla. 

Quineconnait Jean-EtienneMontucla, deLyon, donl la vie a dure 
de 1720 a 1799? Ayant acquis dans le college des J^suitesde saville 
natale des connaissanees peu communes de langues etrangeres et de 
Math^matiques 11 etait muni des deux outils principaux qu'il lui fal- 
lait pour accomplir sa tfiche scientifique avant m^mede I'avoir com- 
prise. En effet, il commenQa par des etudes de droit a Toulouse et 
ce ne fut qu'en second lieu qu'il vint a Paris faire des etudes gene- 
rales, II devint un habitue de la maison hospitaliere de Tediteur- 
libraire Jombert, et c'est la qu'il fit la connaissance des autres in- 
times de la maison, parmi lesquels je ne citerai que Da Gua de 
iVIalves, d'Alembert, de Lalande. C'est peut-etre Da Gua de Malves, 
dont les Memoires algebriques de 174I) commengant par des intro- 
ductions historiques tres etendues, donnerent a Montucla I'idee de 
s'en prendre lui-mfeme a un probleme de Malberaatique et d'en 
suivre le developpement historique. UHistoire des recherchessur la 
5'Ma(^/'a/«'"ec?Mcercfeparuteni754,Ouvrageconsciencieux si jamais 
il en fut, fourmiliant de details oublies depuis longtemps qu'il fallut 
deterrer dans des auteurs eux-menies moins connus qu'ils ne meri- 
taient. Le petit Volume eut un succes complet, et ce ne fut pas plus 
lard que 1 7 58 que Montucla le fit suivrede son Histoire des Mathema ■ 
tiques. Les lecteurs d'aujourd'hui ne connaissent generalement que 
les deuxiemes editions des Ouvrages que nous venonsde citer, I'edi- 
lioaAes Rccherches sur la quadrature Ae i83i deLacroix, I'edition 
de V Histoire des Matfiematiques de 1 799 de de Lalande, Dans cette 
derniere les deux Volumes sortant de la plume de I'auteur meme 
sent completes par deux autres Volumes composes par de Lalande. 
Juges k eux seuls ces derniers ne seraient pas mauvais, n'etait-ce 
que la proximite des deux premiers Volumes leur fit du tort. Invo- 
lontairement on se met a comparer, on trouve une distance enorme 
en valeur des deux premiers Volumes aux deux derniers, et au lieu 
de louer Montucla on se coutente de blSmer de Lalande. 

Pendant un certain temps, il etait meme de bon ton de dcnigrer 
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aussi Montucla. II a ignore I'esistence de tel monument, il n'a pas 
reconnu la port^e de tel manuscrit, il a mal traduit telle phrase. 
Tout cela est parfaitement vrai, mais peut-on raisonnablement de- 
mander d'un seul auteur ce que douze autres ou davantage ont fait 
plus tard a forces r^unies ? Peut-on, s'il m'est permis de reproduire 
une phrase que j'ai employee autrefois, reprocher h un cartographe 
de I'annee i l^5o d'avoir laisse en blanc la partie centrale de I'Afrique 
avant qu'elle filt exploree? Non, et mille fois non ! Certainement, 
Montucla n'est plus aujourd'hui I'auteur presque infaiilible qu'il faut 
consuller sur n'importe quelle question d'Histoire des Mathema- 
tiques, il est tombe maintes fois dans des erreurs inevitables pour 
lui, mais il est encore et restera peut-etre toujours un modele que 
tout hisloriographe des sciences doit suivre, modele aussi en tant 
qu'il a 6prouve ses forces dans une monographie avant d'entamer 
son Ouvrage universel. 

Le siecle touchait a sa fin, lorsque deux Ouvragcs parurent, qui 
nous deraandent de passer les frontieres de la France et de nous 
rendre en AUemagne d'abord, puis en Italie. 

Abraham Gotthelf Kaestner, ne k Leipzig en 1719, mort a Goet- 
tingen en 1800, publia, dans les quatre dernieres annees de sa vie, 
autant de volumes d'Histoire des Mathematiques. On a encense 
Kaestner pendant sa vie, on a ecrit sur son buste : « Kaestner 
I'unique », et, plus tard, on s'est moque de lui ; on I'a nomme « le 
meilleur poete parmi les math^maticiens, le meilleur mathematicien 
parmiles poetes de son temps », et c'esl Gauss qui est I'auteur de cette 
^pigramme sanglante. II ne serait pas difficile de demontrer qu'il j 
a eu de I'exageration de part et d'autre dans ces evaluations aussi 
opposees que possible du mSme auteur, mais je m'en tiens et je dois 
m'en tenir a son Histoire des Mathematiques. Je ne p^serai pas sur 
I'clge de Kaestner lors de cette publication. Etre octogenaire, c'est 
une excuse pour ne plus rien faire, mais non pas pour lancer dans le 
public des mauvais livres. Ne croyez pourtant pas que ce soil la la 
qualite que j'attribue i son Histoire. C'esl un Ouvrage qui est loin 
de nous presenLcr ce que son titrc promet, mais dont, malgrc cela, 
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i ropinion unanime des connaisseurs, on ne saurait se passer dans 
des travaux historiques. ICaestner a du posseder une bibiiotlieque 
des plus riches, et, dans son Histoire des Matheinatiques, il en a 
donne la description consciencieuse el detaillee en reunissant par 
ordre chronologique les Ouvrages d'un contenu semblable. C'est 
ainsi que, par Raestner, nous connaissons et connaissons meme 
assez bien une quantite d'auteurs, dont le nom m^me nous serait 
inconnu sans lui, et nombre de volumes introuvables aujourd'hui. 

L'Ouvrage italien que j'annoncais tout al'heure est d'une qualite 
bien differenle. C'est i'Histoire critique de i'origine del'Algebre, de 
son arrivee en Italie et des progres qu'elle y fit, par Pietro Cossali, 
imprimee en deux volumes, de 1797 & 1799; a Parme ou I'Auteur 
etait professeur d'Astronoinie et des Sciences atlenantes. En 1806, 
Cossali passa a Padoue oii il est niort en iSiS, ftge de soixantc- 
sept ans et demi. On a dit, avec un grand fond de raison, que I'Ou- 
vrage de Cossali rendait superflu tout autre Ouvrage sur I'Algebre 
en Italie dans Tepoque limilee par les annees 1200 et 1600, et, 
comnie les Italiens, dans cette epoque, marchaient a la tete de I'Al- 
gebre, il ne faut conime complement que des recherches sur quelques 
alg^bristes des autres pays qui, comrae Jordanus Nemorarius, 
comme Nicolas Chuquet, comme Michael Stifel, comme Frangois 
Viete, ont inscrit leur nom sur des pages manquant et devant man- 
quer chez Cossali, mais absolument necessaires dans une Histoire 
generale de I'Algebre. Le merite de Cossali est d'autant plus grand 
que, pour ses recherches sur Leonard de Pise, auteur qu'il a pour 
ainsi dire di^couvert, il ne pouvait avoir recours qu'i des manuscrils 
parfois difficiles h trouver, plus difiiciles a dechiffrer. C'est Cossah 
qui a luis le prince Boncompagni sur les traces de ce n^gociant du 
xni^ siecle, ami d'un prince, prince lui-mfeme parmi les amis des 
Sciences mathematiques. Et c'est Cossali aussi qui a su entrer dans 
I'esprit de Girolamo Cardano, qui a fait ressortir les verites decou- 
vertes par cet homme de genie en les traduisant d'une langue a 
peine comprehensible dans une langue 4 la portee de tout mathe- 
maticien. On a blfime cette traduction. On a dit que c'elait fausser 
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un auteur que de changer sa maniere de s'exprimer. Je ne suis point 
de cet avis. Nul plus que moi ne se met en garde contra le penchant 
de prlter h un auteur des idees posterieures a son siecle, raais s'il 
ne s'agit que d'un changement de locutions, je crois que nous 
devons en savoir gre a qui nous preserve de devoir nous servir h. 
chaque instant d'un dictionnaire, ct Cossali, a mon opinion, n'a rien 
fait de plus. 

Je vous reconduis en France oii Charles Bossut, ne en lySo k 
Tartaras, mort en i8i4 a Paris, comme examinateur aupres de 
rficole Poly technique, publia en i8to, lui aussi octog^naire tout 
comme ICaestner, deux petits volumes in-octavo portant le litre 
d'^Hr'stoirc generate des Mathematiques depuis leur oi'igine jus- 
qu'a I'annee 1808. Dans ces deux volumes, vous ne trouverez pas 
de figure g^ometrique, pas d'equation. C'est assez vous dire que 
Bossut n'a pas voulu entrer dans le detail des sciences, dont il signale 
seulement le developpement tres g<?!neral. Ce sont des aper^us, des 
coups d'oeii rapides pris de certains points de vue, des raisonnements 
pleins d'attraits pour ceux qui savent, peu utiles pour ceux qui ont 
hesoin d'apprendre. Quant aux erreurs qui se trouvent dans Bossut, 
dans Cossali, c'est la mSme chose qu'avec les erreurs de Montucla. 
II ne faut pas les leur imputer; ce sont les dcfectuosites de leur 
epoque et non de leur personne. 

Passons de nouveau sur une trenlaine d'annees pour arriver a des 
auteurs que les plus Sg-iis d'entre nous ont pu connaitre personnelle- 
ment etant jeunes. Oui, il doit y avoir parmi vous des personnes 
qui, aussi bien que moi, se souviennent de la petite figure affable el 
spirituelle de Michel Chasles, qui croient entendre encore les paroles 
aimabtes par lesquelles il se plaisait a rendre le courage k ceux de 
ses jeunes emules qu'un premier echec avait terrifies, a aiguillonner 
ceux qu'un premier succes aurait pu rendre vains et faineants. Je le 
vols toujours devant moi me parlant pour la premiere fois dans le 
corridor qui mene k la salle des seances de I'Academie des Sciences, 
me faisant I'accueil le plus aimable, me traitant en coUegue, moi 
tout jeune homme qui n'avais public qu'un pauvre petit Memoire 
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que j'avais eu I'audace de lui envoyer. Je le vois mc recevant dans 
une maison de campagne a Saint-Germain, en compagnie de 
M. Bienaim^ et de M. Joseph Bertrand dont, de cette maniere, il me 
fit faire la connaissance, Je le vois me rendant visite dans une petite 
chambre au cinquieme de la rue Saint-Lazare et assis k cote du lit oii 
j'etais retenu malade. 

Pardonnez-moi, si je "vous parle de ces souvenirs personnels avant 
que de parler de VApergu hisiorique sur Vorigine et le developpe- 
ment des methodes en Geometrie de 1837. C'est comme une pho- 
tographie de I'auteur mise k la t^le de son Ouvrage et rehaussant 
I'interet qu'on lui porte. Bien entendu que VAperQU hisiorique n'a 
pas besoin d'une telle reclame, Ouvrage qui a eu Thonneur d'une 
traduction en allemand des i83g et d'une reimpression en 1875. 

Dans VApergu hisiorique, il faut bien distinguer entre le texte et 
les notes. Le texte donne une hlstoire de la Giiomelrie, et surtout 
de la Geometrie synthetique, assez breve et condensee, faisant appel 
a la foi du lecteur pour les theses qui y sont formulees. Ce sont les 
notes explicatives au bas des pages, et surtout les notes ayant la 
dimension de veritables Memoires et qui servent d'appendice au 
Volume, 06 Ton trouve discutes en detail les documents que le 
savoir profond de I'auteur a su deterrer. C'est la la partie modMe de 
rOuvrage, sur laquelle plus d'un historiographe des Mathematiques 
s'est forme. Dans ces notes, Chasles a depasse le but annonce par le 
titre. Ce ne sont pas seulement les methodes de la Geometrie dont 
il s'agit, la numeration et le calcul, I'Algebre, la Mecanique, y sont 
traites tour k tour avec une Erudition magistrale. Chasles a fait 
encore en 1871 un Rapport sur les progrds de la Geometrie -p\em 
d'interet, mais traitant peut-fetre de choses et de personnes trop 
prochaines pour pouvoir porter sur elles un jugement historique, 
Ajoutons que dans le Rapport I'ignorance de la langue allemande, 
moins niiisihle dans VAperQU historique, qui ne traite en general 
que des Ouvrages ecrits ou traduits en frangais, en latin, en italien, 
rarement en anglais, se fait scntir dcsagr(^ablement, malgre les soins 
que Chasles a mis a se faire traduire pour son usage et m^me par 
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ecrit des Ouvrages allcmaiids qu'il ne compreiiait pas et qu'il desi- 
rait connaitre. 

Tout pres de Michel Chasles vivait i Paris Giiillaume Libri. Le 
comte Libri Carucci della Sommaja est ne ^ Florence, en i8o3. 
Professeur de Math^matiques a Pise, il se rendit coupable d'opi- 
nions sinon d'actions taxees, dans ce tempsj de subversives, et dut 
se refugier en France en r83o. 11 v fut naturalise en i833, devint 
professeur d'Analyse a la Sorbonne, membre de I'Academie des 
Sciences, inspecteur general des bibiiotheques. On connait Tabus 
qu'il fit de cette derniere position. En 184H, il quitta le sol de )a 
France, devenu trop briilant pour lui. II passa en Angleterre, plus 
tard en Italie, oii il mourut a Villa Fiesole, en 1869, Dansles annees 
1837 a 1841, Libri publia son Histoire des Math^matiques en 
Ilalie, conduisant, en quatre volumes, jusqu'i la mort de Ga- 
lilee, c'est-a-dire jusqu'au milieu du xvii^ si^cle. Peut-on ecrire 
convenablement THistoire des Mathematiques dans un pays quel- 
conque? J'en doute fort, el voici pourquoi. S'il existe une Science 
Internationale par excellence, ce sont les Mathematiques. Le Droit, 
la Thi^ologie, laPhilosophie, la LItterature facile, rHistoire,peuvent 
porter et portent, en efFet, generaiement un timbre national que je 
ne tiens ni a louer ni k bUimer, mais k signaler seulement, Dans les 
Mathematiques, ii en est tout a fait autrement. Depuis les temps les 
plus recules, I'influence d'un peuple sur un autre oi!i il s'agit de con- 
naissances mathematiques ne s'est pas derobee un seul instant. On 
ne saurait comprendre le developpement des Mathematiques en 
Grece sans connaitre T^tat de cette science en Egypte et en Baby- 
lonie, Les Mathematiques romaines sont isssues des Mathematiques 
grccques, qu'elles presupposent. Pour les Mathematiques des 
Arabes, la situation est semblable, impossible de s'y orienter sans 
avoir etudie les Mathematiques des Egyptiens, des Grecs, des Hin- 
doos. Arrivons-en aux temps apres I'invention de I'imprimerie ; 
c'est bien autre chose encore. Tant que la langue latine etait la 
langue des savants de tout pays, il n'y avait pas de frontiere pour 
les livres, et plus lard, quand on s'habJtua a ecrire chacun dans 
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son idiorae, les frontieres it peine etablies s'efFacerent de nouveau 
pour ceux qui, outre la Science, possedaient aussi plusieurs langues 
modernes. Comment done discerner, dans le courant du fleuve 
commun, les sources de chaque petit ruisseau qui y a contribu^; 
commenL reciproquement decrire une source en s'y arr6tant ou 
passer aupres d'elle en la negiigeant, avanL de savoir si elle etait 
destinte 'd produire, dans un autre pays, un fleuve, ou a larir dans 
le sable? On me dira que, pourLant, tout peuple a eu son temps ou 
i! marcliait a la tete d'une Science ou de I'autre, C'est parfaitement 
Yrai; mais, parce que c'est vrai pour tons les peuples, cela prouve 
d'autant plus h difficulte d'ecrire I'Histoire de cette Science chez un 
seul peuple, sinon pour I'epoque pendant laquelle ce peuple faisait 
avancer cette Science. Vous vous rappellerez qu'en d'autres mots, 
j'ai deja dit a pen pres la m^mc chose en parlant de TOuvrage de 
Cossali. 

Les in tcrvalles pendant lesqucls d'autres peuples avaienl k accom- 
plir la mcme mission scientifique resteront des iacunes, des cre- 
vasses, pour ainsi dire, qu'on ne pent ni sauter ni tourner sans 
mettre les pieds dans un terrain etranger. Comment Libri s'esL-il 
tire de ce dilemme dans son Histoire des Mathtimatiques en Italic? 
II I'a simplement escamote. Pour lui et pour le lecteur qui se laisse 
entrainer par un style admirable, par les accents d'un patriotisme 
chaleureux, mais mal place, il n'y a que les Italiens et quelques 
Frangais qui out fait faire des progres aux Math^matiques. II s'ar- 
rSte aupres des uns, il nomme en passant les autres et voilci tout. 
Des auteurs comme Michael Stifel n'existent pas pour lui, et s'il 
trouve chez un Italien, disons chez Tartaglia, des inventions de ce 
pred^cesseur incommode, c'est Tartagliati qui on doit en etre rede- 
vable et qui en est I'auteur. Vous voyez par ce petit exemple que 
Ton ne pent suivre Libri qu'avec beaucoup de precautions. Ces 
precautions prises, il est indiscutable que Libri a rendu des services 
cnormos h I'Historiographie des Mathematiques, 11 a etudJe norabre 
de manuscrits dont il donne des extraits pour la plus grande parlie 
tres exacts, et, comme jc Ic disais doja, il manie la languc avec un 
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art toutafoithorsligne. Son Ilisloire des Maihe/naiiques en Italic 
selitcomme unroman, m^medaas les parties oil ellen'enestpasun. 

Un an apres le quatrieme volume de Libri, les amis de THistoire 
des Math^matiques purent saluer en AUemagne I'apparilion d'lni 
chef-d'ceuvre digne d'etre mis a cote de VApergu historique de 
Chasles. Je parle de VHistoire de I'Algebre de Nesselmann, a la- 
quelle je ne connais qu'un seul defaut, celui d'en ^tre restee aii pre- 
mier volume. 

Non que le temps ait manque a iVcsselmann de continucr I'Ou- 
vrage dont il publia le premier volume a I'tige de 3i ans, en 1842. 
Nesselmann v^cut jusqu'en 1881 , mais, pour des motifs que je n'ai 
pas pu parvenir k eclaircir, it a delaisse le sentier qu'il avait entame 
avec tant de succ^s, et, a dater de i845, il n'a public que des Ou- 
vrages de Philologie- Nous ne possedons done de lui, comme His- 
toire de I'Algebre, que I'Histoire de I'Algebre grecque. 

La suite chronologique des publications me conduit a C.-J. 
Gerhardt, mort en mai 1899, a I'&ge de 83 ans. Sa premiere occu- 
pation avec un sujet bistorique renionte ni^me jusqi/en 1837, ou il 
ccrivit un Memoire ; Sur les principes du calcul differeniiel, 
couronne par TUniversite de Berlin qui avait pose cette question 
comme sujet d'un prix universitaire , et, depuis ce temps, Gerbardt 
n'a pas cess^ de se vouer a I'etude de Leibniz, de ses rivaux et de 
ses emules. II a fouille k plusieurs reprises, dans la bibliotbeque de 
Hanovre, le commerce litteraire et les manuscrits laisses par Leibniz, 
il y a trouv(!: des documents d'une date tantdt certaine, tantot pro- 
bable, qu'il a publics, et qui lui ont permis de faire I'Histoire veri- 
table de I'invention du Calcul infinitesimal. C'est la et dans la re- 
daction des OEuvres completes de Mathematique et de Philosophie 
de Leibniz, confiee a Gerhardt par I'Academie de Berlin, que repose 
son grand merite qu'on ne doit pas lui disputer en s'appiiyant sur 
de petites erreurs qui se sont glissees par-ci par~la dans ses Ou- 
vrages comme dans ceux de lout autre. 

Un reprocbe qu'on peut lui adrcsser avec raison, c'est celui d'un 
certain mepris de Iravaux con temporal ns, que peut-etrc il n'a pas 
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m^ine lus, dont certainement il ne s'est pas servi comme il avait le 
devoir de le faire. C'est qu'il elait penetre de la conviction d'etre a 
lui seal le reginerateur des etudes de I'Histoire des Mathematiques. 
Orl'orgueil ne manque jamais d'etre nuisible. Onconfia a Gerhard L 
ime autre tftche aussi, celle d'l^crire une Histoire des Mathematiques 
en Allemagne, et le petit volume par lequel il s'en dechargea, porte 
la date de 1877. En parlant de Libri, j'ai dit ce que je pensais de 
I'Histoire des Mathematiques dans un seul pays. Le volume de 
3o6 pages public par Gerhardt n'en est pas meilleur pour conduire 
depuis I'annee 700 environ jusqu'en i85o. Voyageant pour ainsi 
dire en ballon, il ne s'arr^te que sur les cimes des raontagnes et 
encore en oublie-t-il pas mal. 

Adolphe Qnetelet, le directeur de I'observatoire de Bruxelles, qui 
dans sa longue vie, depuis 1796 jusqu'en 18741 a bien merits des 
Sciences les plus varices, a pnblie deux Volumes, I'un en 1864, 
I'autre en 1866, sur I'Histoire des Sciences mathematiques et phy- 
siques en Belgique. Je les cite pour avouer qu'ils me semblent bien 
preferablesal'Ouvragedonlje viensseulementde dire quelques mots. 

Je remonte quelques ann^es pour nommer VHistoire def^ Mathe- 
matiques pures d'Arthur Arneth de 1852. L'auteur a ele pendant 
plusieurs annees mon collegue a Heidelberg, ou il est ne en 1802 et 
mort en i858. Arneth avoulu raconter I'Histoire des Mathematiques 
comme faisant partie de I'histoire du developpement de I'esprit 
humain, et, en marquant ce but, il s'est pose un probleme digne 
d'etre resolu, mais qui ne saurait etre Iraite dans 391 pages. 

L'Introduclion et une premiere Partie tr^s generale fourraillant 
de remarques aussi spirituelles que profondes rempUssent 67 pages ; 
73 pages sent vouees aux Mathematiques grecques, l\5 h ceiles des 
Hindous, 49 a ceiles des Arabes, des Romains, du moyen Sge, en con- 
duisant jusqu'a la raoitie du xvi'^ siecle. Faites le compte et vous 
trouverez qu'il reste tout juste 58 pages pour I'epoque commen^ant 
en i55o apeu prespour finir en 1800. C'est tout dire, Anieth aurait 
pu faire un livre excellent, qnoiqiie laconique au superlatif, s'il 
avait pris garde a bien disposer de I'espace convenu avec I'ediLcur. 
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II a neglige cette premiere regie d'un auteur (et iaissez-moi ajouler, 
entre parentheses, d'un orateur aussi) et son livre en a souffert. 

Le dernier Ouvrage, dont je veux parler, a eu un sort tres diffe- 
rent de ceux que j'ai nommes jusqu'ici. Tous ont ele publics par 
leurs auteurs surveillant la publication et s'en rendant, par conse- 
quent, responsables. Si Montucla n'a pu completer sa deuxieme edi- 
tion, il en a du moins vu imprimer les deux premiers Volumes. Her- 
mann Hankel est mort en iS^S k Tage de 34 ans seulement, avant 
qu'une page de son Ouvrage sur I'Histoire des Mathematiques ne 
Mt imprimee. II n'a laisse qu'un torse, mais un torse d'une telle 
beaute qu'il eAl ete pitie de ne pasle mettreau grand jour. II y a dcs 
inegalites, de tigers defauts que le burin de Fartiste aurait sans doute 
fait disparaitre s'il en avait eu le temps, mais la beaut^ generale n'en 
est amoindrie que minimement. 

Hankel etait, vons le savez tous, un mathematicien de grand ta- 
lent, il possedait de m^me toutes les connaissances et toutes les apti- 
tudes a desirer pour rhistoriographe des Mathematiques. Le frag- 
ment public en 1 874 apres sa mort nous montre et nous fait regretter 
ce dont on aurait pu s'attendre, s'il avail vecu. 

Je vous ai fait passer en revue tres sommairement un assez grand 
nombre d'Ouvrages sur I'histoire des Mathematiques, et j'en aurais 
pu facileraent doubler sinon Iripler le nombre. J'ai omis tous les Ou- 
vrages dont les auteurs sont encore en vie et dont je ne veux blesser 
ni la modestie ni I'opinion, peut-^tre trop favorable, qu'ils se sont 
faite de leurs travaux. J'en ai omis qui ont ete ecrits par des auteurs 
tout aussi morts que leurs Livres ; gardons-nous de les ressusciter- 
J'ai omis les auteurs qui, comme les Maclaurin, les Lagrange, les 
Gauss, auraient raerite d'etre mentionnes pour les admirables Intro- 
ductions historiques dont ils ont enrichi leurs productions cMebres. 
J'ai omis aassi de voas parler d'un grand nombre d'ecrivains qui 
n'ont compost que des M^moires historiques soil disperses, soit 
reunis dans un Volume, mais ne constituant pas un Ouvrage suivi, 
Je pense aux Reimer, aux de Morgan, aux Biot, aux Giesel, aux 
Oftcrdingcr, aux Bierens de Haen, dont certainemenl je ne me 
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serais pas Lu, si je n'avais crainl de depasser de beaucoup ic temps 
permis. 

Mais devrais-je m'attirer ce reproche, je nc saurais passer en 
silence le prince Baldassare Boncompagni, ce Mecene Romain qui 
avail voue son temps, son travail, sa fortune aucultedel'Histoiredes 
Mathematiques. Ses recherches sur Gerard de Cremone, sur Platen 
de Tivoli, sur Leonard de Pise sont reconnues comme de grande 
valeur, mais c'est surtout par Tedition faite a ses frais des Ouvrages 
de Leonard de Pise et de difFerents autres auteurs et par la publica- 
tion des viiigt volumes de son Bullelino distribu-^s d'une main 
genereuse qu'il a donne un impulsion vive et subsistante k la Science 
qu'il cherissait. Boncompagni avait reuni une bibliotheque mathe- 
malique sans pareille contenant plus de six cents manuscrits a c6te 
de miliiers de Livres iniprimes, II est bien k regretter qu'aucun 
Etat, aucune Academic n'ait eu le desir ou les moyens d'acqu^rir en 
bloc toutes ces richesses qui, soumises h. une vente publique, se sont 
vues dispersees sans retour possible. 

11 y a peuL-fetre dans mon auditoire des personnes assez etonnees 
de voir combien grande est la cohorte des auteurs qui ont droit au 
titi-e d'historiographe des Mathematiques. En effet cette branche n'a 
jamais ete aussi delaissee que I'on croyait. Elle n'a jamais eu pour- 
tant autant de succes que dcpuis une vingtaine d'annees a peu pres. 
La Science est feminine, et le genre feminin aime se mettre a la 
mode qui cbange toujours pour revenir apris un certain temps. 
Dans les sciences ce sont telles ou telles matieres qui ont et^ en vogue 
naguere, dontonne parte presque plus aujourd'liui, qui reviendront 
sous une forme nouvcUe. Aujourdliui que I'Historiographie scienti- 
fique a su entrer en faveur, permettez-moi de finir par quelques 
mots sur la maniere future d'ecrire I'Histoire des Matbematiques. 

Ai-je besoin de m'expliquer plus amplement sur ce que j'ai en 
vue? Je ne pense nullement k ces parties de I'Histoire des Mathema- 
tiques, dont d'autres ont, donl j'ai moi-m^me t&che de faire le recit 
detaille. Je pense a I'Histoire des Mathematiques depuis 1 709, ipoque 
moins fortuite qu'eile n'en a I'air, puisque c'est Tannec dans laquelle 
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Lagrange a publie son premier Memoire, ce malliematicien illustre 
que ritalie a possede depuis sa naissance en i'^34 jusqu'en 1766, 
puis I'Allemagne jusqu'en 1 786, enfin la France jusqu'^ sa morL 
en i8i3, le createur pour ainsi dire des Mathematiques modernes. 
Mon excellent ami, M. Paul Tannery, a soutenu et beaucovip d'autres 
se sont ranges du m^me avis, qu'a dater de cette epoque il devenait 
impossible de trailer le sujet en question de la raeme maniere que 
dans les temps anterieurs. Les sections qu'on est oblige d'introduire 
dans tout Livre d'histoire afin de pouvoir s'y orienter se seraient 
multipliees des I'annee 1600 environ en traitant des intervalles de 
plus en plus raccourcis, par centre les Chapitres se fondant sur les 
matieres traitees se seraient accrus demesurement, ou en vien- 
drait-on k la iin? On demande une nouvelle repartition conforme 
a la distribution du travail mathematique dent il a 6te question au 
commencement de mon discours. On veut dorenavant, et certaine- 
ment on n'a pas tout a fait tort, que I'Histoire gdtn^rale des Mathe- 
matiques cede la place a des Histoires de la Geometric, de I'Analyse, 
del'Algfebre, etc., voire m^mede parties beaucoup plus speciales. Je 
dis qu'on n'a pas tout i fait tort ou, ce qui revient au meme, qu'on 
n'a pas tout a fait raison, parce que jc crois que ce qu'on demande 
ne sufiit pas h lui seuf. 

Permettez-moi d'employer une image, Je parlais tout k I'heure de 
modes. J'ai vu tantot une coiffure de dames fin de siecle ou nouveau 
siecle, comme vous voudrez, car je n'aime pas les discussions sur les 
gouts, lescouleurs et le commencement du siecle, j'ai vu, dis-je, une 
coiffure consistant dans une multitude de m^clies entrelacees qui 
formaient des nattes dont chacune touchait les autres d'une maniere 
artistiquement combiriee. Je tSchais de suivre les contours d'unc 
seule meche. Rien de plus facile. 11 n'y a qu'a la retirer de la coiffure. 
Oui, mais la coiffure elle-m^me sera detruite. 

Vous me direz qu'en fondant une demonstration sur des images 
on pent aisement prouver tout ce qu'on veut. J'en conviens pourvu 
que vous conveniez que dans mon image il y a du vrai et voici la 
consequence que j'en tire. J'admcts que I'Histoire des Mathema- 
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tiques modernes aura besoin d'etre etudiee dans divers Volumes 
destines chacun a I'Histoire detaillee d'une braiiche speciale, 

Mais ces histoires partieiles uiie fois ecrites comme preparatifs 
indispensables, i! faudraun dernier Volume resumant letout, faisant 
ressortir les grandes idees du siecle, n'iinporte a I'occasion de quel pro- 
bleme elles auront I'air d'etre nees, car au bout du compte le mot qu'on 
prete i Jacobi, qui aurait commence par lui on cours universitaire, 
est bien vrai. Les Mathematiques sont une Science dont oh ne sau- 
rait comprendre une partie sans connaitre toutes les autres. Ge der- 
nier Volume, VHistoire des Id^es comme je me suis permis de le 
nomraer, sera bien difficile k composer, beaucoup plus difficile que 
les Volumes qui precederont, mais il sera indispensable. C'est ainsi 
que je crois comprendre la tiche de nos successeurs. 
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THOTS MANtERES D'ENVISAGER LES QUESTIONS D'ANALYSE, 
Par M. Viro VOLTERRA (Rome). 



Dans rautomne de I'annee i858, trois Jeunes geometrcs italiens 
partaient ensemble pour un voyage scientifique. 

Leur but etait de visiter les Universites de France et d'Alle- 
magne, d'entrer en rapport avec les savants les plus remarquables, 
d'en connaitre les idees et les aspirations scientifiques et, en m^me 
temps, de repandre leurs travaux. 

Ce voyage entrepris par Belli, Brioschi et Casorali marque une 
date qu'il est bon de rappeler. L'ltalie allait devenir une nalion, 
Etle entre i partir de cetle epoque dans le courant des grands tra- 
vaux scientifiques et, par un nombre de travailleurs toujours crois- 
sant, apporte sa contribution k I'oeuvre commune. 

Dans ce jour oii tant de mathemaliciens se reunissent en inau- 
guranl un ecliange fecond d'idees, j'aime a rappeler ce souvenir. 

II serait impossible de comprendre et de suivre les progres de 1' Ana- 
lyse en Italie, dans la seconde moitie du xix* siecle, sans connaitre 
k fond I'o&uvre ponrsuivie avec patience et avec energie pendant un 
grand nombre d'annees paries trois geometres dont je viens de rap- 
peler les noms, secondes par les efforts de leurs meilleurs eleves. 

C'est a leur enseignement, a leurs travaux, au devouement infati- 
gable avec lequel ils poussaient les eleves et les jeunes savants vers 
les recherches scientifiques, a finfluence qu'ils onlexerc^e dans I'or- 
ganisation des hautes etudes, aux rapports qu'ils ont etablis entre 
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notre patrie et I'etrangcr que nous devons d'avoir vu naitre en Italic 
une jeune ecole d'analystes. 

Et cependant il suffil de lire un seul Mcmoire de cliacun de ces 
matheinaticiens pour se convaincre tout de suite que leurs facultes 
naturelles etaient bien differentes. Leurs vies se sont ecoul^es en des 
milieux divers, de fagons anssi Ires diverses, et leurs esprits onl 
acquis des orientations presque opposees. lis out ete des lors amenes, 
par une foule de circonstances, k regarder I'Analyse sous des points 
de vue tres dissemblables. Mais de cette maniere leur ceuvre, dans son 
ensemble, a ete bien plus utile et bien plus complete, car ils ont fait 
converger des courants et des tendances difFerenles surles jeunes 
savants italiens, en penetrant de plusieurs cfites dans leurs esprits el 
en faisant ressorlir en eux toutes ies especes de talent geometrique, 

Betti, Bi'ioschi, Casorati ont disparu maintenant a pen de dis- 
tance I'un de I'autre, mais leur souvenir resle toujours et Ies 
germes qu'ils ont semes ont produit leurs fruits. 

Nous gardons en Ilalie des sentiments de douce affection et une 
gratitude sans bornes pour ces maitres bien-aimes et, puisque Tun 
de nous avail eu I'honneur d'etre appeie a parler dans celte reunion, 
j'ai cru interpreter Ies sentiments de tous en evoquant leurs images. 

Cette tache n'esl pas ais^e, mais je compte pour la faciliter sur Ies 
sentiments de veneration dont je suis anime, et aussi, Messieurs el 
chcrs Confreres, sur voire bienvcillance. 

Aucun de ecus qui ont pris pari au Congres de Zurich ne pourra 
jamais oublier la figure de Brioschi. Ses cheveux blancs et son grand 
fige ne s'accordaient pas avec I'eclat de ses yeux qui gardaient des 
eclairs de jeunesse, et avec son infatigable activite. Mais ce contraste 
represenle d'une maniere frappante son individualite, car i) a ete 
toujours jeune par son caractere et toujours miir par son esprit. 

Ne dans Fancienne capitale de la Lombardie qui allait devenir le 
centre industriel le plus important et le plus riche de I'ltalie, il fut 
d'abord ingenieur; mais, attire vers Ies Mathematiques pures, il acquit 
des son jeune age une connaissance presque complete des ceuvres 
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classiques et, age de vingt-cinq ans, fut appelc a 1' University de Pavie 
comine titulaire de la chaire de Mecanique. 

Des cette epoque commencerent sa production scientilique et son 
influence dans I'enseignement. Elles ne cesserent que le jour de 
sa mort. 

Apres la constitution du royaume d'Jtalie on a une nouvelle phase 
de la vie de Brioschi, car son activite se tourna vers les affaires poli- 
tiques oii il joua depuis lors un rdle important, fl abandonna TUni- 
versite et, devinant I'avenir industriel de sa patrie, il fonda TEcole 
Polytechiiique donl il fut 1 'organ isateiir et dont il resta le directeur 
pendant toute sa vie. 

Mais il continua toujours par ses Ouvrages scientifiqnes, par son 
r61e de Directeur des Annali di Matematica, par celui de President 
de VAccademia dei Lincei, a diriger le mouvement mathematique 
on Italic, landis qu'il remplissait ses fonctions de s^nateur, faisait 
partie d'un grand nombre de commissions parlementaires, et s'occu- 
part aussi de travaux publics et de I'art de I'ingenieur. Activite rare 
et plienomenale qu'on a peine a concevoir ct qui nous frappe d'ad- 
miration ! 

La vie de Bctti fut cahne, autant que celfc de Brioschi fut agitee, 

Betti naquit en Toscane dans un petit village sur la montagne, oii 
les habitants simples et adroits ont un esprit tres fin et un gout na- 
ture! pour I'Art et la Poesie. 

II perdit son pere pendant qu'il etait enfant, et ce fut sa mere qui 
soigna son education. Eleve de Mossotti k TUniversite. de Pise, il 
commenga par devenir professeur dans un petit lycee de Toscane, 
et c'est sculement a Page de trente-quatre ans qu'il obtint unc 
chaire a I'Universite, et, sept ans apres, la direction de cette iicole 
Normale superieurc de Pise dont I'organisation est a pen prcs cello 
de I'Ecole Normale superieure de Paris. 

Betti n'aimait pas, comme Brioschi, les charges de ia vie pu- 
blique. II fut elu depute et nomme senateur; mais il ne prit jamais, 
comme son coUcguo, unc part active aux mouvcuicnts politiques. 
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Lorsqu'ii etait a Rome sous- secretaire d'Etat pour I'lnstruction 
publique, il regrettait toujours la vie de professeur, le calme de la 
petite vilie de Pise, les mois passes a la campagne dans uue douce 
meditation ou dans des entretiens, toujours remplis de mots spiri- 
tuels, avec ses amis et avec ses eleves. 

Betti, en dehors des affections familiales, n'aima qu'unc chose: 
les recherches scientifiques entreprises dans un but pliilosophique. 

II les aima en eff'et pour elles-memes, sans songer aux satisfac- 
tions d'amour-propre qu'elles pouvaient lui donner, sans songer non 
plus aux effets qu'elles pouvaient produire dans le monde savant ni 
a I'importance qu'elles pouvaient avoir dans I'enseignement. 

Lorsqu'ii avait satisfait le besoin d'arriver aux verites les plus 
cachees, lorsqu'ii les avait reliees entre elles et avait cree dans son 
esprit un systeme oii elles ressortaient des principes les plus simples, 
tout etait fait pour Betti. 11 n'aimait meme pas, dans bien des cas, 
exposer ses resultats au public, ou, s'il en commengait la redaction, 
il s'arrfetait souvent parce que de nouvelies idees le tentaient, et il 
lui 6tait penible de ne pas suivre rinspiration du moment. 

On voit k I'Academie des Beaux-Arts de Florence une statue 
ebauch^e par Michel- Ange. La figure de saint Mathieu sort a peine 
du marbre ; mais les lignes principales sont arretees. Cette ebauche 
avait satisfait le grand artiste, qui, voyant que son idee pouvait ctre 
realisee, ne voulut plus continuer son travail. 

On peut comparer bien des travaux de Betti, et peut-^tre les plus 
beaux, a I'ebauche dc Michel-Ange. 

L' esprit de Casorati etait d'nne nature differente : il vecut et tra- 
vailla presque exclusivement pour ses eleves et pour son ecole, 

Ses travaux en eff'et ont presque tous ce cachet special qui revele 
que le but de I'auteur ^tait d'eclaircir quelque point obscur, ou de 
corriger quelque resultat, ou d'exposer d'une raaniere critique un 
corps de doctrines. 

Mais quelle originallto dans la critique, quel talent dans I'cxpo- 
sition d'une theorie, qui devcnait une nouvelle theorie en verLu du 
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point de vue d'oii Casorati I'envisag'eait, corabien de resultaLs noii- 
veaux et completement inattendus ressortaient d'une simple erreur 
qu'il corrigeait ! 

Sa vie s'ecoula presque exclusivemeiit A Pavie, sa ville nafale. 11 
etaitfils d'un medecin, qui etait aussi professeur a TUniversite de 
Pavie, et etudia, dans cetle Universite, sous la direction de Bordoni 
et de Brioschi dont il devint Tassistant. 

Casorati parcourut ensuite tous les grades universitaires en 
echangeant la chaire de Geodesie contre celle d'AIgebre et enfin 
celle-ci contre la chaire d' Analyse infinitesimale qu'il garda jusqu'a 
sa mort. 

Les travaux qu'il publiait et ses cours, qui etaient tres suivis et 
tres ecoutes, avaient toujours des rapports entre eux; quelqiiefois 
mfeme, s'il abandonnait un travail pour en entreprendre un autre, il 
changeait soudainement le sujet de son cours. 

C'est pourquoi, dans son esprit, il ii'y avait pas de distinction 
entre I'oeuvre du professeur et I'ceuvre du savant, qui s'accordaient 
ensemble d'une maniere admirable etfeconde. 

II suffit d'avoir expose en peu de mots la vie des trots geometres 
et leurs tendances pour comprendre quelle difference il y avait entre 
eux, et combien etaient dissemblables les mecanismes de leurs in- 
telligences. 

Aussi ont-ils ete conduits a envisager I'Analyse en general et 
chaque question particuliere de fagons bien diverses. 

On pourrait suivre la trace de leurs esprits dans toutes les 
branches des Ma Lhi^matiques et montrer que cette diversite se re- 
vele k chaque pas de leurs recherches. Mais il serait trop difficile 
d'envisager du meme coup loute leur ceuvre, tandis qu'il est bien 
plus ais6 d'avoir egard k une branche speciale oil ces trois geometres 
ont laisse des traces profondes. 

La theorie quia eule plus grand developpement dans les derniers 
temps est sans aucun doute la theorie des fonctions. 

On pourrait meme appeler notre siecle, au point de vue des Ma- 
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th^matiques, le siecle de la Theorie des fonctions , comme le 
xvu* siecle pourrait etxe designe par le nom de sUcle du Calcut 
infinitesimal. 

En effet, nous avons assiste k ce fait : toutes les branches de 
I'Analyse ont conduit au progres de cette theorie, et en m^me temps 
c'est de la theorie des fonctions que les Math^matiques ont tire leurs 
plus puissantes ressources. Nous avons m^me pu voirs'accoinplirun 
phenomene tres singulier : cerlaines theories et certaines methodes 
de la Geometrie synthetique, qui devaient leur origine k une sorte 
de reaction centre I'esprit analytique, se sent pen k pen rapprochies 
de la tlieorie des fonctions et enfin se sont liees intimement a elle 
dans les idees fondamentates et dans les applications. 

II existe bien des travaux historiques el critiques sur la theorie 
des fonctions. Les plus savants geometres ont donne sur elle des 
essais pr^cleux, riches des plus interessantes notices. 

Mais jetonsun coup d'ceil d'en haul surlechemin parcouru, euvi- 
sageant dans son ensemble le d^veloppement de la theorie. 

Nous distinguons tout de suite trois phases differcntcs qui mar- 
quentpresque trois periodes distinctes. 

D'abord s'elaborent des theories particulieres . C'est leur deve- 
loppement qui montre la n6cessit6 de creer une theorie generale des 
fonctions transcendantes et des fonctions alg^briques, qui embrasse 
tous les cas connus et en prevoit de nouveaux. Dans cette phase 
on ne connait pas encore de methodes unifornies. Chaque ques- 
tion qui se presente, on doit t&cher de la resoudre : voili ce qui 
s'impose. Les methodes, il faut les creer chaque fois et a chaque 
pas. De longs calculs sont necessaires et les pensees qui sont renfer- 
mees dans les formules ne se degagent que peu a peu. 

Les grands noms d'Euler, de Jacobi, d'Abel peuvent etre pris 
pour personnifier cette periode heroique oii la theorie des fonctions 
eUiptiques a ete creee dans ses parties essentielles, et ou ont ete mar- 
quees les lignes principales ou devaient se developper un jour les 
fonctions ab^liennes. 

Mais a cette periode de decouvertes merveilleuses, ou cc qui 
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domine est la curiosite d'arnver en possession de verites inattendues 
qui se devoilent soudainement k travers de longs calculs et des in- 
ductions audacieuses, succede bientdt mie phase oti I'espritphiloso- 
phique a le dessus et oii s'impose la necessite de la recherche d'uue 
methode generale et puissante qui erabrasse et renferme tout dans 
im cadre unique en constituant un coi'ps de doctrine, 

Cette phase est marquee par les ceuvres immortelles de Cauchy, 
de WeJerslrass et de Riemann qui sont remontes aux sources memes 
des conceptions fondamentales pour accomplir leur tiche. C'est 
dans cette periode grandiose que les idees remplacent peu a peu les 
calculs. 

II y a enfin une derniere phase oti les theories trouvent leurs plus 
importantes et leurs plus fecondes applications, les formes les plus 
approprites a leur diffusion, et restent fixees dans un cadre didac- 
tique, apres avoir ete passees en revue et discutees par le plus fm 
esprit critique qui ait jamais domine la Science. 

Ces trois phases, dont nous avons t^che de donner les principaiix 
caracteres, correspondent h peu pres a trois periodes successives dans 
I'histoire de la theorie des fonctions, mais elles correspondent aussi 
a trois manieres d'envisager les questions d' Analyse ; et certains 
geometres restent attaches a i'une ou a I'autre en vertu meme des 
qualitesles plus intimes de leurs esprits. 

Brioschi, ingenieur et homme pratique, habllue a voir le but que 
Ton poursuit et a ne pas irop s'inquieter des methodes, est reste lou- 
iours fidele k la direction classique et aux procedes d'Euler et de 
Jacobi. 

Pour son activite infaligable les long's calculs ne sont pas une gene. 
Son esprit habitue a demeler les choses les plus incxtricablcs dc la 
vie reelle voit k travers une foret de calculs comme a travers un 
cristallimpide. 

Beltrami a dit dc lui dans son langage Henri que je lu'efforce do 
trad ui re ; 

« Sesl'orraules agiles eL p6n6lrantcs rempHsseut commc un tresor 
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iiiepuisable tous ses travaux, et c'est par la qu'il acquit la reputation 
d'une virtuosite sans egale dans I'Anaiyse la plus raffinee. . . . 

)i Comme un habile musicien faitressortir la melodie qui marche 
(ranquille et sereine au milieu des notes et des modulations qui se 
poursuivent et s'enlrelacent, de la meme maniere Brioschi faisait 
j aillir le resultat analytique qu'il cherchait d'un appareil de symboles 
formidable et artiiiciel, mais plein d'elegancc et dc symetrie artis- 
tique. » 

C'est a cause de cela qu'il est reste completement etrangor a tout 
le mouvemcnt qui s'est developpe peu a pen et qui caracterist; 
le passage de la premiere a la seconde phase. Je dirai meme qu'il le 
dedaignait un peu. Gombien de fois Tai-je entendu se plaindre des 
math^maticiens modernes, qui n'ont plus I'habitude de faire de longs 
calculs, et combien de fois suis-je reste surpris en entendant des 
louanges pour un travail, oupour certaine partie d'un travail, parcc 
qu'il contenait des calculs bien faits. 

Nous voyons ainsi Brioschi traduire et populariser en Italie le 
Traite desfonclionselliptiguesde Cayleyet, meme dans unOuvrage 
sur les fonctions liyperelliptiques qu'il composait et imprimait 
lorsque la mort I'a fauche, il ne s'eloignait pas des methodes qu'il 
avail preferees depuis le commencement de sa carriere. 

EVous avons deja signale que Betti etait d'une nature difTerente, 
je dirai m^me opposee k celle de Brioschi. Go qui manque a I'un, 
Fautre le possede. Si on Ics avait reunis, on aurait eu un esprit 
complet. 

Le desir d'un but a atteindre n'empechait pas Betti de voir ce 
qui I'entourait et de s'attarder h mi-chemin pour trouver des rap- 
ports et des comparaisons avec bien d'autres choses. 

Gette sorte de paresse toscane, qui n'est pas de la paresse intellec- 
tuelle, faisait qu'il aimait plutdt penser que travaillcr d'une maniere 
mecanique. 

G'est pourquoi ces longs calculs, que le rude Lombard aimait, lui 
etaient insuppor tables. Bien souvent iis I'auraient conduit a des 
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fautes sans le flair malhematique Ires fin qu'il possedait. Son 
esprit large et cultive aimait plutot les syslemes philosopiiiques . 

Par I'ensemble de ces circonstances, il est aise de comprendre qu'il 
se rattache <i la seconde phase dont nous avons parle. Mais ce qu'il 
y a de vraimen t singulier, je dirai plutdt de merveilleuxdansTQEuvre 
de Betti, c'est qu'il peut rattacher son nom aux deux grandes me- 
thodes qui ont divise le champ de la theorie des fonctlons, qu'on a 
mSme montrees parfois en opposition I'une avec I'autre. 

C'est par sa propre initiative, sans connailre le grand travail que 
Weierstrass poursuivait en silence, qu'il parvint d'embl^e, par un 
vrai coup de genie, a I'un des points fondamentaux de cette theorie : 
la decomposition des fonclions entieres en facteurs primaires. 

II publia, en 1862, le Memoire qui contient ce resultat et ses 
applications aux fonctions euleriennes, trigonom^triques et ellip- 
tiques, et c'est seulement quinze ans apres qu'il sut que Weierstrass 
possedait une theorie complete des facteurs primaires, 

Mais Betti, depuis I'epoque oii il avait commence I'impression de 
son Memoire, n'avait plus pense a son theoreme. Le Memoire etait 
resti^ inacheve et oublie par I'auteur m^me, et un nouvel ordre 
d'idees lui avail fait changer eomplelemcnl la direction de ses 
etudes. 

Biemann etait venu en Italic, et s'etait he pendant son sejour a 
Pise d'une amitie tres intime et tres affectueuse avec Betti. Celui-ci 
embrassa ses idees et depuis cette i^poque ses travaux se ressentent 
tous de I'influence directe de Biemann. 

Belti n'a public qu'une petite partie de co qu'il a produit dans 
cette direction. Bien des choses sont restees toujours inedites. Entre 
autres, il essaya une theorie nouvelle des fonctions elliptiques en 
I'etablissant sur leur construction par des proprietes qui les caracte- 
risent au contour du parallelogramme des periodes. 

C'est peut-etre le dernierpas qu'on puisse faire dans cette direction 
et, quoique la methode soit tres arlifieielle, ce qui fait qu'elle ne se 
pr^te pas a une exposition didactique, il serait interessant qu'elle 
flit connue. 
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II est Ires singulier de voir un seul esprit concevoir Tune apres 
I'autre deux theories si differentes et ne pas s'attacher a I'une plutot 
qu'4 I'autre. II abandonue la premiere pour la seconde qu'il ne 
publie meme pas. Toujours est-il que I'empreinte du vrai genie se 
niontre dans cette richesse d'idees. Malheureusement pour sa 
renommee, son insouciance pour tout ce qui n'etait pas la satisfac- 
tion intime d'une decouverte nouvelle fit tomber dans I'oubli des 
r^sultats du plus haut inter^t et en rapport avec des conceptions 
nouvelles qui n'etaient pas encore pretes k devenir courantes. 

Gependant ce fait singulier a une explication. II louche aux 
sources m^mes des deux celebres methodes, et on pourrait dire 
qu'on a par li une confirmation de leur origine differente. 

En effet, si nous penetrons le sens intime des methodes de Rie- 
mann, nous voyons que ce qui les caracterise est leur liaison avec 
les conceptions fondamentales de la Physique. 

Les methodes de Riemann reprfeentent le transport des precedes 
de la tlieorie de I'electricite dans cellc des fonctions d'une variable 
complexe. 

Or, Betti etait autant mathemalicien que physicien iheorique et 
sa pensee a ete toujours dirigee vers les phenomenes naturels. 

Nous Savons que, pour bien des mathematiciens, les theories de- 
viennentplus fecondes lorsqu'on attache aux formules des significa- 
tions qui depassent le sens purement analytique. Pour certains 
esprits, les formules representent des fails geometriques qui leur 
donnent une representation concrete. D'autres savanls sonl amenes 
a rattacher, autant qu'il est possible, aux resultats analytiques des 
phenomenes physiques qui les caracterisent en leur donnant une 
nettet^ qu'ils n'auraient pas par eux-memes. 

Ceux qui ont connu Betti, non seulement par ses travaux, mais 
aussipar sa conversation, saventques'ilparlailMathemaliques, bien 
souvent il pensait Physique. Comme un de ces Eclairs qui dans la 
nuil rev^lenl le chemin qu'on parcourt, quelquefois un mot qui lui 
echappait revelatL soudainement cette disposition naturelle de son 
esprit. 
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Betti etait done tout prepare pour suivre et pour embrasser les 
methodes de Riemann avec Tenthonsiasme qu'il mettait en toute 
chose. 

Une sorte de reaction !ui fit abandonner les precedes qu'il avait 
d'abord suivis et qui I'avaient conduit aux reinarquables resultats 
dont nous avons parle. 

Nous somnies sftrs maintenant que ces proccdes claient pbis 
f^conds et plus appropries a Tapplication qu'il avait en vue aux 
fonctions ellipliques, mais Betti ne s'en apergut pas. 

II avait ete conduit tout d'abord a les suivre par le tour qu' avait pris 
son esprit en consequence de ses premieres etudes, C'est I'Aigebre 
en efFet qui avait forme, pendant presque une dizaine d'ann6es, 
le sujet de ses recherches et, s'il est possible de caracteriser par 
un mot sa premiere theorie des fonctions transcendantes, c'est en 
I'appelant une theorie de type algebrique. Mais lorsque son tem- 
perament de physician pritle dessus sous I'influence de Riemann, 
rinitiation algebrique n'eut plus de prise sur lui et sa vraie nature 
et ses facultes s'epancherent librcmcnt dans un champ sans UmiteH. 

L'csprit critique de Casorati, son amour pour I'enseignement, sa 
tendance aux applications, raltachent son nom k la troisieme phase 
dont nous avons parle. 

II commenoa, en 1868, son grand Ouvrage sur les fonctions de 
variables complexes dont le premier volume seulement a paru. Ce 
volume renferme une Introduction historique et critique d'un grand 
interet dont la lecture aura toujours un charme spt^cial. 

On y d^couvre toute la puissance d' assimilation de son esprit, 
tout renthousiasme que les grands travaux d'Abel, de Jacobi, 
de Cauchy, de Riemann et de Weierstrass avaient fait naitre 
en lui. Et la conception nette de leurs decouvertes etTenthousiasme 
pour leur genie se transmettent irresistiblement au lecteur. C'est 
peut-elre de la que vient le caraclere suggestif du Livre. 

II a servi plus que tout autre travail ti divulguer et a populariser 
en Italie les conceptions fondamentales de la theorie des fonctions, 
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parce que prcsquc toutes les diflicultes s'evanouissent en te lisant. 

On ne saurait done assez insister pour montrer le role qu'il a jouij 
en Italie. 

Combien de jeunes mathematicienSj chez nous, ont ete enflammes 
par la lecture de ce Livre, et ont ete pousses par Casorati vers Tidea! 
le plus eleve de !a Science ! 

Et k ce propos je v;iis notcr une chose qu'il serait impossible de 
passer sous silence. 

II y a en Italie une ecolc de geoinetres dont I'originalite, la 
profondeur, Tampieur des vues, la variete des resultats acquis a la 
Science, ont merite tons les eloges. 

Cette ecole a toujours prefere les methodes synthetiques aux 
m^lhodes analytiques, c'est pourquoi un esprit superficiel pourrait 
croire qu'elle s'est developpee a part sans ressentir I'influence 
d'autres ecoles ni des pensees qui se rattachent aux questions d'Ana- 
lyse. Cela n'estpas exact, et celui qui s'occupera un jour de I'histoire 
des Mathematiques en Italie dans notre siecle, ne devra pas neg;liger 
I'influence que les analystes et les geomfetres purs ont exercee les 
uns sur les autres. 

Influence profonde qui serevelede jour en jour plus grande ! Pour 
la montrer par un seul des traits qui la caracterisent, il me suffira de 
rappeter que les idees de Riemann ont joue un role fondamental 
dans les travauxdes geometres italiens. Or, si Bettia introduit chez 
nous ces idees, on doit an Livre de Casorati d'avoir penetre partout 
et en particulier d'avoir attire Tattention de nos geometres purs. 

C'est done dans un cercle bien plus large et qu'on n'auraitpas 
mSme pu soupgonner au premier abord que cet Ouvrage a etendu 
son influence. 

Si ce Livre revele dans son Auteur des qualites d'ecrivain de pre- 
mier ordre, un ensemble de publications quise rattachentiune id^e 
que Casorati n'a jamais abandonnee, et sur laquelle il n'a pas cesse 
de revenir jusqu'a ses derniers jours, montre sa profondeur et son 
originalite. 

Frappe par la proposition de Jacobi sur I'impossibilite des fonc- 
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tioTiB a tuois periodes distinctes, il tache d'en construire avec un 
nombre quelconque de periodes en eiivisageant des foiictions a un 
nombre infini de valeurs. 

C'esl par Ik qu'ii chercKe a oblenir i'invcrsion directc des inte- 
grales abeliennes. 

Malheureusement cette tScho n'a pas etc accoraplie et il s'estlimite 
aux etudes preliminaires sur les surfaces ^^e Riemann avec un nombre 
infini de feuillets et sur leur connexion. 

Nous esperons que ces etudes preparatoires ne seront pas perdues. 

II serait impossible de suivre Casorati dans les nombreuses ques- 
tions qu'il a traitees en des Notes qui se succMerent pendant toute sa 
vie. II nous suffit de remarquer que presque toutes les questions 
vitales de la theorie des fonctions ont ete abordees ou perfectionnees 
par lui et que nul point de son ceuvre scientifique ne doit etre neglige. 

Si ce qui precede permct de conccvoir les rapports mutuela 
des trois geonietres dont nous avons parle, nous n'avons pu donner 
une idee exacte de la place absolue que chacun d'eux a dans le 
monde savant et dans Thisloire de la Science. Les travaux de 
Brioschi en Algebre et en Mecanique ; ceux de Betti en Algebre et 
en Physique mathematique ; ceux de Casorati sur les equations 
differentielies , sortent, en effet, du cadre dans lequel nous sommes 
rest6 jusqu'a pri§sent; mais ce sent toujours les caracteres que nous 
avons reconnus qui dominent ces Ouvrages. 

Nous voyons, en efFet, Betti etre un des premiers qui aient 
compris, developpe et systematise les idees nouvelles de Galois, ces 
idees qui ont transforme I'AIgcbre et sont en train de transformer 
I'Analyse. 

Nous le voyons aussi donner pour la premiere fois une methode 
generale pour I'integration des equations de I'elasticite, et bien des 
questions particulieres de Mecanique fecond^es par son esprit puis- 
sant conduisent a des theories generales et a des vues nouvelles sur 
la conception philosophique des phenomenes de la nature. 

Brioschi commence sa longue carrierc par I'etude d'une question 
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de la theorie de la chaleur; il publie ensuite son celebre Trailesar 
les determinants. On lui est redevable d'avoir developpe les theories 
des invariants et des covariants des formes algebriques en faisant 
des applications tr^s varices de ces theories g^nerales. 

II comprend I'importance du Memoire de Gauss sur la theorie 
des surfaces, h. une epoque ou ce Travail etail encore neglige, et il 
s'occupe des theories modernes de la Geometrie, 

Dans la Mecanique, il etudie les questions de statique, il s'occupe 
de ^integration des equations differentielles par la raethode de 
Jacobi, et consacre k I'equilibre et aii inouvemcnL des fluides des 
travaux devenus classiques. 

Mais son penchant naturel vers les calculs et sa disposition a per- 
fectionner des theories connues se montrent toujourssoitpar les me- 
thodes qu'il prefere, soit par les questions particulieres et par les 
applications auxquelles il donne le plus grand prix et donL il fait le 
plus grand cas. 

Nous voyons enfin Casorati, par une simple interpretation du 
calcul des differences finies, donner une theorie nouvelle des equa- 
tions differentielles lineaires, theorie qui relie ensemble et met dans 
leur vrai jour bien des faits qui iie paraissaienl pas avoir de rap- 
ports entre eux, 

II approfondit I'etude des equations differentielles algebriques et 
consacre aux formes differentielles, k la Geometrie analytique et a 
la Geometrie infinitesimale des articles qui ont fait beaucoup de 
bruit et excite beaucoup d'interet et ou il aborde des questions 
vitales dans I'enseignement de 1' Analyse. 

Mais Ton ne pourrait pas tei'miner ce rapido apergu sur tant de 
travaux, sans parler d'un probleine celebre oii Betti et Brioschi 
ont acquis une renommee des leur jeune age, enmontrant au monde 
math^matique tout leur talent. 

J'entends parler de la resolution de I'equation du cinquieme degre. 

A ce souvenir, notre pensee se tourne naturellement vers le glo- 
rieux vieiUard, bonnenr dc la France el de noLre siecle, auquel du 
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profond de notre &me, avec des sentiments de respect, d'admiration 
et de gratiLudc, nous envoyons un salut, qui reunit, j'en suis silr, 
dans un elan unique, Ic cccur de tous ies mathematiciens qui se 
Irouvent ici. 

II a acquis une gloire immortelle par la resolution de ce problemc, 
et son nom gardera sa cel^brite dans Ies siecles qui viendront. 

Autour de la figure de M . Hermite qui se dresse au premier plan, on 
pent grouper trois mathematiciens : Betti, Brioschi et Kronecker. 

Le premier a He un precurseur qui a pousse bien loin ses re- 
cherches, mais qui, faute d'un pas a faire, n'a pas atteint le but. 

Brioschi, peu apres la decouverte de M. Hermite et en m^me 
temps que Kronecker, a apporte une telle lumiere dans la question 
qu'elle en a ete presque renouveiee. 

On voit poindre <i cet instant de leur carriere ces differences des 
caracteres de Betti el de Brioschi qui devaientjouerun si grand r61e 
dans toute leur vie scientifique. On voit dans tout leur jour la ten- 
dance de Betti k aborder des questions nouvelles, et la faculte 
de Brioschi de Ies perfectionner. 

Et c'estpar la que je terminerai. 

Je terminerai en associant Ies noms de Betti et de Brioschi si chcis 
Ji ritalie au nom de M. Hermite si cher a la France, 

Ma pensee revient a I'episode par lequel j'ai commence : au 
voyage de i858, celte memorable annee ou Ies grandes decou- 
vertes dont nous venons de parler ont ete enfanlees et qui 
marque le commencement de la tendre amitie entre Ies savants 
qui venaient d'ltalie et celui qu'ils allaient chercher en France, 
amitie qui a dure quarante ans et qui a ete toujours raffermie par 
le meme devouement k la Science, par la meme confiance dans Ies 
haules destinees de I'Humanit^. 

Que celte noble amitie soil le symbole des liaisons de fraterniLe 
qui reunissent Ies deux pays! 
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PROBLEMES FUTURS DES MATHEMATIQUES, 



Par M. Dayiti ITILBERT (GoUmgoti 
TRADUITE PAR M. h. LAUaEL{i), 



Qui ne souleverait volontiers Ic voile qui nous cache I'avenir aiiii 
de jeler un coup d'oeil sur les progres de notre Science et les secrets 
de son developpement ult^rieur durant les siecles futurs? Dans ce 
champ si fecond et si vaste de la Science mathematique, quels seront 
les buts particuliers que tenteront d'atteindre les guides de la 
pensee mathematique des generations futures? Quelles seront, dans 
ce champ, les nouvelles verites et les nouvelles methodes decouvertes 
par le siecle qui commence? 

L'histoire enseigne la continuite dii developpement de la Science. 
Nous savons que chaque epoque a ses problemes que I'epoque sui- 
vante resout, ou laisse de cote comme steriles, en les remplatjant 
par d'autres. Si nous desirous nous iigurer le developpement pre- 
sumable de la Science mathematique dans un avenir prochain, 
nous devons repasser dans notre esprit les questions pendantes et 
porter notre attention sur les problemes poses actuellemenl et 
dont nous attendons de I'avenir la resolution. Le moment pre- 
sent, au seuil du vingtieme siecle, me semble bien choisi pour 
passer en revue ces problemes; en effet, les grandes divisions du 

(') L'origina! de la traduction a paru en aUemand dans les GOttinger Nach- 
richten, igoo. M, Hiibert a fail ici quelques modificalions k roriginal au § 13 el 
(judifues additions au g U et au g 23. (L. L.) 
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temps non seulemcnt pcrmettent de jeter un regard sur le passe, 
mais encore attireiit notre pensile sur Favenir inconnu. 

Le grand role joue par des probl^mes determines dans le progres 
general de la Science mathematique est non moins incontestable 
que I'influence qu'ont ces probl^mes sur le travail parliculier du 
chercheur. Tant qn'une branche de la Science jouit d'une abon- 
dance de problemes, elle est pleine de vie ; le manque de probl^mes 
denote la mort, ou la cessation du d^veloppement propre de cette 
branche, Et de mfime que dans toute entreprise humaine il faut 
poursulvre un but, de meme dans la recherche mathematique il 
faut des problemes. La puissance du chercheur se retrempe dans 
leur resolution, il y trouve de nouvelles methodes et de nouveaux 
points de vue, d'oii il decouvre un horizon plus vaste et plus libre. 

II est difficile et souvent impossible de pr^juger exactement de la 
vaieur d'un probleme; c'est, en effet, exclusivement le profit que 
tire la Science de la solution du probleme qui permet de porter un 
jugement sur la vaieur de ce dernier. On peut neanmoins se de- 
mander s'il n'existe pas des attributs generaux caracterisant un bon 
probleme mathematique. 

Un math^maticien fran^ais des temps passes a dit : « Une th^orie 
mathematique ne doit etre regardee comme parfaite que si elle a ^te 
rendue tellement claire qu'on puisse la faire comprendre au premier 
individu rencontre dans la rue. » Cette clarte, cette limpidite si 
energiquement exigee ici d'une theorie mathematique, je i'exigerais 
encore davantage d'un probleme mathematique parfait; ce qui est 
clair et limpide nous attire en effet, ce qui est embrouille nous 
rebute. 

Pour avoir de I'attrait, un probleme mathematique doit etre dif- 
ficile, mais non pas inabordable, sinon il se rit de nos efforts ; il doit 
au contraire etre un veritable fil conducteur a travers les dedales 
du labyrinthe vers les verites cachees, et nous recompe user de nos- 
efforts par la joie que nous procure la decouverte de la solution. 

Les mathematiciens des siecles precedents s'occupaient avec ar- 
deur de la recherche des solutions de quclques problemes tres diffi- 
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ciles. lis en appreciaient la valeur i son juste pi'ix. Je me conten- 
lerai de citer le Probl&me cle la brachistochrone de Jean Ber- 
noulli. L'experience demontre, c'est ainsi que s'exprime Bernoulli, 
en proposant ce probleme au public, que les nobles esprits ne sonl 
jamais davantage incites au travail pour faire progresser la Science 
que lorsqu'on leur propose des problemes difliciles autantqu'utiles; 
il espere meriter la reconnaissance du raonde math em ati que, si, a 
I'exemple de savants conime Mersenne, Pascal, Fermat, Viviani el 
autros, qui I'ont fait avant lui, il pose un probleme aux analystes 
les plus dislingues de son teinps, afin qu'ils puissent, comme avec la 
pierre de touche, essayer I'excellence de leurs methodes et en m^me 
temps mesurer leurs forces enlre elles. C'est de ce probleme de 
Bernoulli et de problemes analogues que le calcul des variations, 
tire son origine. 

On sail que Fermat annonpa que I'equalion de Diophante 

(sauf en certains cas qui sautent aux yeux) est impossible a resoudre 
en nombres entiers, x, y, z. Le Probleme de. la demonstration de 
cede impossibility nous ofFre un exemple frappant de I'influence 
que pent avoir sur la Science une question tres speciale et en appa- 
rence peu importante. C'est, en elTet, le probleme de Fermat qui 
conduisit Kummer a )'in trod action des nombres ideaux et a la de- 
couverte du theoreme de la decomposition univoque des nombres 
d'un corps du cercle (') en facteurs premiers ideaux, theoreme qui, 
par 1' extension qu'en onL faite Dedekind et Kronecker aux do- 
maines algebriques quelconques, est devenu le point central de la 
th^orie moderne des nombres et qui a une importance s'etendant 
bien au dela des limites de cette theorie, jusque dans les regions de 
I'Algebre et de la Theorie des fonctions. 

{') En allemand Kreiskorper . C'esl un corps deiermine pai-ie^ racines dc I'unite 
d'un degre quelconque determine. On trouvera les plus recenls d6velop|jeroeiitsde 
ces diyerses thfories dans le compte rendu ; Die Theorie der algebraischen. 
Zaklkorper, par M. HiLBKax (Jahresberiohl der D. M. V., t. IV; iSgi-iSgS- 
Berlin, Heimer; 1897, p. 174-642). (L. L.) 
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Passant Ji un tout autre champ d'etudes, je citerai le P/-o/*/(?m(? 
des Irois corps. 

M. Poiiicare, en entreprenant de trailer a nouveau ce difficile 
probleme et d'en avaocer la solution, a d^couvert des methodes 
fecondes et d'une grande portee en Mecanique celeste, qui sent 
aujourd'hui admises et appUquees m^me par rastronome pratique. 

Ces deux problemes, celui de Fermat et celui des trois coi-ps, 
nous semblenl occuper comme les poles opposes dans I'ensembic 
des problfemes; le premier, libre creation de la raison pure, le se- 
cond, pose par les astronomes et indispensable pour la connais- 
sance des phenomenes fondamenlaux les plus simples de la nature. 

II arrive souvent aussi qu'un certain probleme particulier se rat- 
lache aux. branches les plus diverses de la Science mathematique, 
C'est ainsi que le Probleme des lignes ge'odesiq ues ^oue un r61e 
des plus importants au point de vue de I'histoire ainsi que des 
principes, dans les fondements de la Geometric, dans ia theorie 
des courbes et des surfaces, dans la Mecanique, et enfin dans Ic 
Calcul des variations. Dans son livre sur VIcosaddre, JVl. F. Klein 
a, de meme, tres bien fait ressortir I'influence du rdle que joue Ic 
Probleme des polyedres reguUers dans la Geometrie elementaire, 
dans la theorie des groupes et des equations, et dans la theorie des 
equations differentielles lineaires. 

Pour mettre encore en pleine lumifere I'importance de certains 
problemes, je rappeilerai que Weierstrass regardait comme unc 
bienveUlante disposition de la Providence d'avoir, au d^but de sa 
carriere, rencontre un probleme fondamental auquel il piit s'atta- 
quer, tel que le Probleme d'inversion de Jacobi. 

Ayant expose TimporVance generale des problemes en Matbcma- 
tiques, je passe k la question de savoir quelles sont les sources oii le 
math^maticien les puise. Les premiers et les plus anciens problemes 
de chaque branche de la Science mathematique tirent certainement 
leur origine de I'exp^rience, et c'est le monde de la connaissance 
ext^rieure qui les inspire . Les regies des operations sur les nomhres 
enliers out etc certainement clecouverles lors d'un etat infc- 
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rieur de culture de rhumanite, absolument comme, aujourd'hui 
encore, I'enfant apprend a appliquer ces regies par la methode 
empirique. II en est de m^me des premiers probUmes de la G4o- 
melrie : probl^mes poses dans I'anliquite, la duplication du cube, 
la quadrature du cercle, et ces problemes qui se sont presentes les 
premiers dans les theories de la resolution des equations nume- 
riques, des courbes, du Calcul differentiel et integral, du Calcul 
des variations, de la serie de Fourier et du potentiel ; sans parler de 
cette abondance et de cette richesse de problemes proprement dits 
de la Mecanique, de rAstronomie et de la Physique. 

Mais, dans le developpement progressif d'une discipline mathe- 
matique, I'espril humain, encourage par la decouverte des solu- 
tions, a conscience de son ind^pendance ; il cree lui-meme des 
problemes nouveaux et feconds de la fagbn la plus heureuse, sans 
impulsion exterieure apparente et uniquement par combinaison 
logique, par generalisation et particularisation, par separation et 
reunion des idees. C'est alors lui qui, place au premier plan, pose 
essentiellement les questions. 

C'est ainsi qu'ont prJs naissance le Probleme des nomhres pre- 
miers et les autres problemes de I'Arithmetique, la theorie de 
Galois, des Equations, la theorie des invariants atgebriques, celle 
des fonctions abehennes et automorphes; c'est enfin la, d'une 
maniere generale, I'origine de presque toutes les questions les plus 
delicates des theories modernes des nombres et des fonctions. 

D'ailleurs, tandis que travaille le pouvoir createur de la raison 
pure, le monde exterieur fait de nouveau sentir son influence ; il 
nous conduit, par les faits exterieurs, k de nouvelles questions, il 
nousouvre de nouvelles regions de la Science mathematique ; alors, 
en nous efforpant de faire rentrer ces nouveaux domaines de la 
Science dans le royaume de la raison pure, nous rencontrons sou- 
vent la reponse a d'anciens problemes non resolus et nous faisons 
avancer les anciennes theories de la maniere la plus avantageuse. 
Ce sont, ce me semble, sur ces echanges repetes entre la raison et 
rexperienee que reposent taut d'ctonnantcs analogies, ainsi que 
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cette harmonie, en appareiice preetablie, si souvent remarquee par 
le mathematicien dans les questions, les methodes et les conceptions 
des divers domaiiies de sa Science. 

Exaniinons encore rapidement les exigences ct les conditions 
generales auxquelles doit repondre la solution d'un probleme 
mathematique. Avant tout, je placerai I'exactitude de la solution 
qui doit etre obtenue au moyen d'un nombre fini de conclusions et 
qui doit reposer sur un nombre fini d'hypotheses fournies par le 
probleme m^me et forniulees dans chaque cas avec precision. Or, 
cette condition de la deduction logique au moyen d'un nombre fini 
de conclusions n'est pas autre chose que celle de la rigueur dans les 
demonstrations. En effet, la rigueur dans la demonstration, condi- 
tion aujourd'hui en Mathematiques d'une importance proverbiale, 
correspond Si un besoin philosophique general de notre entende- 
ment; d'autre part, c'est seulement en satisfaisant a cette exigence 
que les problemes manifestent completement leur fecondite et leur 
portee. Un nouveau probleme, lorsqu'il tire son origine dn monde 
exterieur, est comme un sauvageon qui ne se developpe et ne porte 
des fruits que lorsqu'il a ete greffe avec tous les soins de I'art du 
jardinier sur la souche mere, c'est-a-dire sur les connaissances 
mathematiques que nous possedons completement. 

Ge serait, du reste, une erreur de croire que la rigueur dans la 
demonstration est ennemie de la simplicity. De nombreux exemples, 
au contraire, montrent que la raetbode la plus rigoureuse est aussi 
la plus simple et la plus facile a saisir. La recherche de la rigueur 
nous conduit toujours a decouvrir des raisonnements plus simples, 
elle nous ouvre aussi la voie a des methodes plus fecondes que les 
anciennes qui ^taient moins rigoureuses. Ainsi la Tbeorie des 
courbes algebriques a eprouve des simplifications incontestables 
el a beaucoup gagne en unite depuis I'emploi des methodes rigou- 
reuses de la theorie des fonctions et depuis I'introduction des consi- 
dera Lions transcendantes auxiliaires. De m^me la demonstration que 
les series de puissances admettent I'application des quatre operations 
eleraentaires de I'Arithmetique et peuvent fetre differentiees ou 
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integrees terme par terme, a simplifie PAnalyse tout entiere. II en 
est ainsi tout particulierement des theories de relimination et des 
equations diiferentielles, ainsi que des demonstrations d'existence 
exigees dans la derni^re de ces theories. Mais, a mon avis, I'exemple 
le plus frappant dans cet ordre d'idees est celui du Calcul des varia- 
tions, Le traitement de la variation premiere et de la variation 
seconde des integrates deiinies exigeait certains calculs extrfeme- 
ment compliques et les developpemenls des anciens mathematiciens 
manquaient sur ce sujel de la rigueur necessaire. C'est Weierstrass 
qui, le premier, nous a montre un chemin conduisant a une nou- 
velle fondation bien assuree du Calcul des variations. A la fin de la 
Conference actuelle, j'indiqnerai rapidement, en prenaut comme 
exemple I'int^grale simple et I'integrale double, comment, en sui- 
vant la voie ouverte par Weierstrass, on simplilie d'une maniere 
etonnante le Calcul des variations; jeferai voir que, dans la demon- 
stration des criteres necessaires et suffisants pour I'existence d'un 
maximum ou minimum, le calcul de la variation seconde et une 
partie des fatigants raisonnements relatifs i la variation premiere 
sont absolum.ent superflus, sans parler du progres considerable 
apporte par la disparition de la restriction k des variations telles que 
les derivees des fonctions ne varient que de pen. 

Mais si je place avant tout la rigueur dans le raisonnement 
comme condition necessaire a la solution complete d'un probleme, 
je n'en eleverai pas moins la voix contre cette opinion que ce ne 
sont que les questions de I'Analyse ou meme de I'Arithmetique qui 
soient seules susceptibles d'un traitement parfaitement rigoureux. 
Cette opinion emise de temps a autre par des autorit^s scienti- 
fiques, je la regarde comme absolunient erronee. 

Une notion si etroite de la condition de rigueur conduirait rapi- 
dement a ignorer toutes les conceptions tirees de la Geometrie, de 
la Mecanique et de la Physique; elle barrerait le cours de tout ce 
qui decoule du monde exterieur et, comme derniere consequence, 
elle menerait enfin au rejet des concepts du continu et du nombre 
irrationnel. Aussi quelle source de vie verrions-nous alors extirpee 
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des Matheraatiques par la suppression de la Geometrie et de la 
Physique mathematique! Tout au contraire.je pense que partout 
oii se presentent des idees mathematiques, soit en Philosophie 
(th^orie de I'entendement), soit en Geometrie, soit en Physique, Ic 
probleme se pose de la discussion des principes fondamentaux, 
bases de ces idees, et de Tetablissement d'un systeme simple et 
complet d'axiomes; et cela doit se faire de telle facon que la rigueur 
des nouvelles definitions et leur applicabilite nc le cedent en rien 
aux anciennes definitions arithm^tiques, 

A de nouvelles idees correspondent necessairement de nouveaux 
symboles; nous devons choisii' ces demiers de manieve qu'ils nous 
rappellent les phenomenes qui ont ete I'origine des nouvelles idees. 
Ainsi les figures de la Geometrie sont des symboles qui nous rap- 
pellent I'intuition de I'espace, et c'est ainsi que tout mathematicien 
les emploie. En mime temps que de la double inegalite a >■ 6 > c, 
entre trois quantites a, b, c, qui ne se sert du dessin de trois points 
situes I'un a la suite de I'autre sur une droite comme symbole geOr 
metrique traduisant le mot cntrc? Lorsqu'il s'agit de demontrer 
rigoureusement un theoreme difficile sur la continuity des fonc- 
tions ou sur Texistence de points de condensation, qui de nous ne 
fait usage du dessin des segments de droites et de rectangles com- 
pris les uns dans les autres? Comment se passerait-on de la figure du 
triangle, du cercle avec son centre, ou de la figure formee par trois 
axes rectangulaires? Et qui done renoncerait a la representation des 
vecteurs, aux dessins de families de courbes el de surfaces avec 
leurs enveloppes, images qui jouent un r61e d'une si grande impor- 
tance dans la Geometrie infinit^simale, dans la fondation du Calcul 
des variations, ainsi que dans d'autres branches des Mathematiques 
pures ? 

Les signes et symboles de I'Arithmetique sont des figures ecrites, 
et les formules geometriques sont des formules dessinees; aucun 
mathematicien ne pourrait se passer de ces formules dessinees, pas 
plus qu'il ne pourrait, dans les calculs, se passer de parentheses ou 
crochets ou autres signes analytiques. 
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L'application des symboles geometriques comme niethode rigou- 
reuse dc demonstration presuppose ta connaissance exacle des 
axiomes qui sent la base de ces figures, et la possession complete de 
ces axiomes; pour que ces figures geometriquespuissent ^tre incor- 
porees dans le tr^sor general des symboles mathematiques, une dis- 
cussion axiomatique rigoureuse de leur contenu intuitif est de loute 
necessite. De mfime que dans Taddition de deux nombres on ne 
doit pas poser les chiffres les uns sous les autres d'une fapon 
inexacte, mais au contraire appliquer exactement les rfegles de cal- 
cul, c'est-a-dire les axiomes de TArithmetique, de meme les opera- 
tions sur les symboles geometriques doivent ^tre determinees au 
moyen des axiomes de la Georaetrie et de leur association. 

La coincidence entre la pensee geometrique et la pens^e arithme- 
tique se revele encore en ceci : dans les recherches arithmetiques, 
de meme que dans les considerations geometriques, nous ne renion- 
tons pas a chaque instant la chaine des deductions jusqu'aux 
axiomes ; au contraire, lorsque pour la premiere fois nous attaquons 
un probleme en Aritlim^tique, exactement comme en Geometric, 
nous employons d'abord une combinaison de raisojinements, rapide, 
inconsciente, non encore definitive, avec une confiance absoluc en 
un certain sentiment arithmetique et en I'efiicacite des symboles 
arithmetiques; sans cette confiance nous ne pourrions pas plus pro- 
gresser en Arithmetique que nous ne le pourrions en Geometric 
sans la faculle devoir dans I'espace. Comme modele d'une th^orie 
arithmetique, operant d'une maniere rigoureuse avec les concepts 
et les symboles de la Georaetrie, je citerai I'ouvrage de M. Min- 
kowski : Geometric der Zahlen ('). 

lei se placent tout naturellement quelques remarques sur les dif- 
ficultes que peuvent presenter les problemes mathematiques et sur 
la maniere de les surmonter. 

Si nous ne pouvons parvenir a resoudre un problcmc mathema- 
tique, la raison en est souvent que nous n'avons pas encore atteint 



(•) Leipzig, Teubner,!" fasc; i 
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le point de vue plus general d'oii ce probleme ne seinble plus qu'un 
anneau d'une chaine de problemes de meme nature. Mais une fois 
que nous avons atteint ce point de vue, non seulement le probleme 
devient plus abordable, mais encore nous sommes mis en posses- 
sion d'une methode applicable aux problemes de mSme espece. Je 
citerai comme exemple, dans la theorie des integrales defmies, Tin- 
Iroduction par Caucliy des chemins complexes d'integration et, 
dans la theorie des nombres, I'introduction par Kummer de la 
notion des nombres ideaux. Cette fapon d'arriver aux methodes 
les plus generates est sans aucun doute la plus accessible et la plus 
siire. En effet, celui qui chercherait des methodes sans avoir devant 
les yeux un probleme determine, chercherait le plus souvent en 
vain. 

D'autre part, k mon avis du moins, la particularisalion joue, dans 
les problemes mathematiques, un r61e plus important que la gene- 
ralisation. Quand nous cherchons en vain la r^ponse h une question, 
I'insucccs, la plupart du temps, tient peut-Stre a ce que nous 
n'avons pas encore resolu ou a ce que nous avons resolu seulement 
d'une manicre incomplete des problemes plus simples que celui en 
question. Tout revient alors a trouver ces problemes plus simples 
et a en obtenir la solution, a I'aide de moyens auxiliaires aussi com- 
plets que possible et a I'aide de concepts susceptibles de generalisa- 
tion. CeLle maniere de proceder est comme un levier des plus puis- 
sants propre a lever les difficultes matliematiques, et c'est de ce 
levier, ce me sembte, que Ton se sen, meme inconsciemment, la 
plupai't du temps. 

II sc peut aussi que Ton s'efforcc d'obtenir une solution en se ba- 
sant sur des hypotheses insuffisantes ou mal comprises et que, par 
suite, on ne puisse atteindre le but. II s'agit alors de demon trer 
I'impossibilite de resoudre le probleme en se servant d'hypotheses 
telles qu'elles ont et<S donnees ou interpretees. Les anciens nous ont 
donne les premiers exemples de pareilles demonstrations d'irapossi- 
bilite ; ils ont demontre ainsi que dans un triangle rectangle isoscele 
rhypotenuse et le c6te de Tangle droit sont dans un rapport irra-. 
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tionncl. Dans la Mathematique moderne, la question de I'impossi- 
bilite de certaines solutions joue un r61e preponderant; c'est a ce 
point de vue de la demonstration de I'impossibilit^ que d'anciens et 
difficiles problemes, tels que ceux de la demonstration de Paxiome 
des paralleles, de la quadrature du cercle et de la resolution par 
radicaux de I'equation du cinquieme degre, ont reiju une solution 
parfaitement satisfaisante et rigoureuse, bien qu'en un sens Lout 
different de celul qu'on cberchait primitivement. 

Le fait remarquable dont nousvenonsde parleret certains raison- 
nements philosopliiques ont fait naitre en nous la conviction que 
partagera certainement tout mathemalicien, mais que jusqu'ici per- 
sonne n'a etayee d'aucune preuve, la conviction, dis-je, que tout 
problfeme mathematique determine doit etre forcement susceptible 
d'une solution rigoureuse, que ce soit par une reponse directe a la 
question posee, ou bien par la demonstration de rimpossibilite de 
la resolution, c'est-a-dire la necessite de I'insucces de toute tentative 
de resolution. Proposons-nous un probleme determine uon encore 
r^solu : par exemple, posons-nous la question de I'irrationnalite de 
la constante C d'Euler ou de Mascheroni, ou encore la question de sa- 
voir s'il existe une infinite de nombres premiers de la forme 2" + i . 
Quelque inabordables que semblent ces problfemes, et quelque 
desarmes que nous soyons encore vis-a-vis d'eux aujourd'hui, nous 
n'en avons pas moins la conviction intime que Ton doit pouvoir les 
resoudre au moyen d'un nombre lini de deductions logiques. 

Get axiome de la possibilite de resoudre tout probleme, est-ce 
une propriete caracteristique et distinctive de la pensee mathema- 
tique, ou serait-ce peut-Stre une loi g^nerale du mode d'existence 
de notre entendement, a savoir que toutes les questions que se pose 
notre entendement soient susceptibles d'etre resolues par lui? On 
rencontre d'ailleurs aussi dans d'autres sciences d'antiques pro- 
blemes qui ont ete, de la maniere la plus satisfaisante, finalement 
resolus par la demonstration de leur impossibility et qui n'en ont 
pas moins ete de la plus haute utilite pour le d^veloppemeut de la 
Science. Je rappeUerai le probleme du mouvement perpetuel. Apres 
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tanl d'essais infructueux pour coostruirc un mecanisme realisant 
le mouvemeiit perpetucl, on en vint a chercher les relations qui 
doivent avoir lieu entre les forces de la nature pour qu'un mouve- 
ment perpetuel soit impossible ('); ce probleme inverse conduisit a 
la decoiiverte du principe de la conservation de T^nergie, principe 
qui, de son c6te, explique I'impossibilite du mouvement perpetuel 
au sens primitivement requis. 

Cette conviction de la possibilite de resoudre tout probleme ma- 
thematique est pour nous un precieux encouragement pendant le 
travail. Nous entendons toujours resonner en nous cet appel : Voila 
le probleme, cherches-en la solution, Tu peux la trouver par 
le pur raisonnement. Jamais, en effet, mathematicieii ne sera 
reduit d dire : « Ignorahimus ». 

Inepuisable est la multitude des problemcs de la Mathematique ; 
des qu'une question est resolue, a sa place s'cn presente unc foule 
d'autres. 

Dans ce qui suit je vais tenter, et cela comme prcuve a I'appui 
de mes dires precedents, de proposer quelques probl^mes deter- 
mines pris dans diverses brandies des Mathematiques, et dont 
r^tude pourrait concourir a I'avancement de la Science. 

Jetons un regard sur les principes de i'Analyse et de la Geometric, 
Les evenements les plus suggestifs et les plus importants qui ont 
eu lieu dans ces domaines durantle dix-neuvieme siecle sont, ce me 
semble, la conception arithmetique de la notion du continu que Ton 
Irouve dans les travaux de Cauchy, Bolzano et Cantor, ainsi que la 
decouverte de la Geometric non euclidienne par Gauss, Bolyai, 
Lobatchefskij. 

J'attirerai done en premier lieu votre attention sur quelques pro- 
blemcs appartenant a ces domaines. 



( ' ) Coinpai-ez Helmholtz : Ueber die Wechsslioirkung der Naturkrafte und 
die darauf beziiglichen neuesten Ermittclungen der Physik, Vorliag gehalten 
in Konigsbei-g; i85ij. 
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1. — Probleme de M. Cantor relatif a la puissance du contiiiu. 

Deux systemes, c'est-a-dire deux ensembles, de nombres reels 
ordinaires (ou de points) sont, d'apres M. Cantor, dUs equhalerds 
ou de meme puissance, lorsque Ton pent etablir entre eux une rela- 
tion telle qu'i chaque nombre de Tun des ensembles corresponde 
un nombre determine et un seul de I'autre. Les rechercbes de 
M. Cantor sur de tels ensembles rendent tres probable Texactitude 
d'un th^oreme qui, jusqu'ici, malgre les plus grands efforts, n'a pu 
etre demontre par personne. Ce tlieoreme est le suivant : Tout 
systeme de nombres reels en nombre infiini, c'est-i-dire tout en- 
semble inlini de nombres (ou de points), ou Men est equivalent a 
I'ensemble de tons les nombres entiers naturels r, 3, 3, . . ., ou bien 
est equivalent a I'ensemble de tous les nombres reels, et par conse- 
quent au continu, c'est-i-dire aux points d'un segment; au point 
de vue dc I' equivalence , il n'y aurait done que deux ensembles 
de nombres : I'ensemble denomhrable et le continu. 

De ce theoreme resulterait ^galement que le continu formerait la 
puissance immMiatement superieure a la puissance des ensembles 
denombrables. La demonstration dece theorems serait alorscomme 
un nouveau pont jete entre les ensembles denombrables et ie 
continu. 

Cilons encore une tres remarquable affirmation de M. Cantor, 
qui a un rapport des plus intimes avec le tbeoreme precedent ct qui 
en serail peut-etre la clef de la demonstration. Un systeme quel- 
conque de nombres reels est dit ordonne lorsque de deux nombres 
quelconques du systeme on a convenu lequel est le precedent et 
lequel est le suivant; de plus cette convention doit etre telle que, 
un nombre a precedanl un nombre h, ct le nombre b precedant k 
son tour un nombre c, I'on devra regarder a comme precedant c. 
L'ordre dit naturel des nombres d'un systeme est celui oii Ton 
regarde un plus petit nombre comme precedant nn plus grand qui 
sera de son cote regarde comme suivant le premier. II y a, c'est 
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facile a voir, une infiuiLc- d'aiitres manieres d'ordonner Ics nonibres 
d'un systeme. 

Maintenant, si nous considerons un ordre determine de noinbres 
et si parmi ceux-ci nous mettons a part un systeme particulier de 
nombres, ce que Ton nomme un syslSme ou ensemble partial, cet 
ensemble partiel sera egalement ordonne. Or, M, Cantor consi- 
dere une espece particiiliere d'ensembies ordonnes qu'il nomme 
ensembles hien ordonnes; ce qui caracterise ces ensembles bien 
ordonnes, c'est qu'il existe non seulement dans I'ensemble raeme, 
mais encore dans tout ensemble partiel, un nombre qui precede 
tous les autres.Le systeme des nombres enliers i, 2, 3, . , ., dans 
son ordre naturel, est evidemment un ensemble bien ordonne. Au 
contraire, i'ensemble de tous les nombres reels, c'est-a-dire le 
continu, dans I'ordre naturel, n'est pas un ensemble bien ordonne. 
En effet, considerons I'ensemble partiel forme par les points d'un 
segment on Ton a fai t abstraction du point initial ; il est clair que cet 
ensemble partiel ne possede jamais aucun Element prccedant tous 
les autres. II se presente alors cette question ; L'ensemble de tous 
les nombres ne pourrait-il fetre ordonne d'une autre maniere telle 
que tout ensemble partiel elit un element precedant tous les autres? 
Autrement dit, le continu peut-il ^tre con^u comme ensemble bien 
ordonne? A cette question, M. Cantor croit que Ton pent repondrc 
par Tafiirmative . II me semble extremement desirable d'obtcnir 
une demonstration directe de cette remarquable affirmation de 
M. Cantor, en assignant par exemple effectivement un ordre des 
nombres tel que dans tout ensemble partiel on puisse assigner un 
nombre precedant tous les autres. 

II, — De la noil- contradiction des axiomes de I'Arithmetique. 

Lorsqu'il s'agit de poser les principes fondamentaux d'une science, 
Ton doit ctablir un systeme d'axiomes renfermant une description 
complete et exacte des relations entre les concepts elementaires de 
cette science. Ccs axiomes sonL en ineme temps les definitions de 
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ces concepts elementaires ; aucune affirmation relative a la science 
dont nous examinons les principes fondamentaux ne sera admise 
comme exacte, a moins qu'on ne puisse la tirer des axiomes au 
moyen d'un nombre fini de deductions. Si Ton considere les choses 
plus exactemenl, la question suivante se pose : Certaines affirma- 
(ioiu contenues dans des axiomes ne sont-elles pas dependantes 
les unes des autres, et, par suite, ces axiomes ne ren/ermeni-ils 
pas des parties communes super/lues que Von doit supprimer 
si I'on veui obienir un sysleme d'axiomes completement indepen- 
dants ? 

Mais avanL lout, parnii tant de questions soulevecs par I'examen 
des axiomes, je regarde comme la plus imporLante celle-ci : Demon- 
trer que les axiomes ne sont pas contradicloires ; c'est-d-dire 
demontrcr qu'en se basant sur les axiomes I'on ne pourra 
jamais arriver a des resultats contradicloires au rnoyen d'un 
nombre fini de deductions logiques. 

En GiJometrie on demontre la non-contradiction des axiomes en 
construisant un doraaine convenable de nombres tel qu'aux axiomes 
g^ometriques correspondent des relations analogues entre les 
nombres de ce domaine et tel, par consequent, que toute contra- 
diction dans les conclusions tirees des axiomes geometriques serait 
forcement reconnaissable dans Taritlimetique de ce domaine. De 
cette fagon la non-contradiction des axiomes geometriques est ra- 
menee a la demonstration de la non-con Lradiction des axiomes de 
I'Arithmetique. 

Quant a la demonstration de la non-contradiction des axiomes de 
I'Aritlimetique, elle demande a etre effectuee par voie directe. 

Les axiomes de I'Arithmetique ne sont pas essentiellement autre 
chose que les regies ordinaires du calcul auxquelles il faut ajouter 
I'axiome de continuite. II n'y a pas longtemps, j'ai enumer^ ces 
axiomes dans une courte Note (' ); en meme temps j'y ai remplace 
I'axiome de la continuite par deux autres plus simples, k savoir : 



(I) Jahresbericht der D. M. V., t. VlII, p. i 
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I'axioine connu d'Archimede, et un nouvel axiome enomjant que 
les nombres forment un systeme d'^tres qui n'est susceptible d'au- 
cune extension, si I'on conserve intacts tous les autres axiomes 
(axiome d'int^grite) ('). Or je suis persuade que Ton peut trouver 
une demonstration directe de la non-contradiction des axiomes de 
TArithmetique en appliquant a ce but les methodes de raisonnement 
connues dont on se sert dans la theorie des nombres irrationnels, 
apres les avoir remaniees en lenr faisant subir des modifications con- 
venables. 

Pour caracteriser encore k un autre egard Timportance du pro- 
bleme, je ferai la remarque suivante : si Ton conffere a quelque 
notion des attributs qui se contredisent, je dirai que, au point de 
vue matbematique, cette notion n'existe pas. Par exemple, en 
Mathematiques, il n'existe aucun nombre reel dont le carr6 soil 
cgal i — I. Si Ton peut, au contraire, demontrer que les attributs 
conferes a une notion ne peuvent jamais, par I'application d'un 
nombre fini de deductions logiques, conduire k une contradiction, 
je dirai que I'on a ainsi demontre I'existence matbematique de la 
notion en question, par exemple I'existence d'un nombre ou d'une 
fonction remplissant certaines conditions. Dans le cas actuel ou il 
s'agit des axiomes relatifs aux nombres reels de I'Arithmetique, la 
demonstration de la non-contradiction des axiomes de I'Arithme- 
tique serait en ra^me temps la demonstration de I'existence matbe- 
matique de I'ensemble de tous les nombres r(§els, c'est-a-dire du 
continu. De la sorte, si Ton obtenait une demonstration complete 
de la non-contradiction des axiomes, les objections qui out ^le sou- 
levees de temps a autre contre I'existence de la conception des 
nombres reels n'auraient aucune raison d'etre, A vrai dire, I'en- 
semble de tous les nombres reels, c'est-A-dire le continu, envisage 
comma nous le faisons ici, n'est pas, a proprement parler, la tota- 
lite de tous les developpements possibles en fractions d^cimales ou 

CJ Comparer une Note inedite ecrite par M. Hilbeit pour la traduction de sa 
Festschrift ; Grundlagen der Geometrie {Annates de I'Ecole Normale supe- 
rieure, T serie, t. XVJI, p. 123; jgoo). (L. L.) 
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i'ensemble de toutes les lois possibles suivant lesquetles peuvent pro- 
c^er les elements d'une serie fondamentale : c'est plutfitunsysteme 
d'^tres dont les relations rautuelles sont regies par les axiomes eta- 
blis et pour lesquels sontvrais tous les faits, et ceux-la seuls, que 
Yon peat deduire de ces axiomes au moyen d'un nombre fini de de- 
ductions logiques. Ce n'est qti'en ce sens, selon moi, que la notion du 
continu est rigoureusement et logiquement concevable; et il me 
semble eft'ectivement que c'est ainsi que ce concept correspond le 
mieuxa ce que nous donnentrexperienceetrintuition. La notion du 
continu, et meme celle de I'ensemble de toutes les fonctions, cxiste 
alors absolument au mSme sens qu'existe, par exemple, le systeme 
de tous les nombres rationnels, ou encore les classes de nombres et 
les puissances plus elevees de M. Cantor. Je suis, en effet, convaincu 
que I'existence de ces dernieres conceptions, au sens que je viens 
d'indiquer, peut Itre tout aussi bien demontree que I'existence du 
continu, tandis que c'est tout le contraire pour le systeme de toutes 
les puissances ou encore de tous les nombres ateph transfinis de 
M. Cantor, pour lequel on ne peut etablir, au sens que j'ai indique, 
un systeme non contradictoire d'axiomes, et qui forment alors, par 
suite, une conception qui, suivant mon expression de tout k Theure, 
n'a pas d'existence matheraatique. 

Dans le domaine des principes de la Geometric, je citerai d'abord 
le problemc suivant : 

III. — De I'egalite en volume de deux tetraedres de bases 
et de hauteurs 6gales. 

Dans deux lettres adressees a Gerling, Gauss (') exprime le 
regret que certains theoremes de Stereometrie dependent de la 
methode d'exhaustionou, comme ondirait aujourd'hui, de Vaxiome 
de contiiiuile (ou de I'axiome d'Archimede). Gauss cite en parti- 
culier ce theoreme d'Euclide, que deux pyramides Iriangulaires de 

(' ) Gauss, Werke, i. VIII, p. a.ji et 244. 
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meme hauteur sont entre eiles conime leurs bases. Le probl^me 
analogue relatif ati plan est aujourd'hui completeraent resolu('). 
GerlingC') reussit ti demontrer I'egalite des volumes de polyedres 
symetriques en les decomposant en parties congruentes; mais la 
demonstration, par ce moyen, du th^oreme precite d'EucIide dans 
le cas general, ne me semble guere possible. II s'agirait done alors 
d'une demonstration rigoureuse de I'impossibilile du probleme. 
On serait immediatement en possession d'une telle demonstra- 
tion du moment que I'on pourrait asslgner deux tetraedres de 
bases et de hauteurs egales qu'il serait impossible de de- 
composer en tetraedres congruenis, et qui ne pourraient non 
plus, par I'addition de tetraedres congruenis, dtre transfor- 
m.es en polyedres, eux-mcmes decomposables en tetraedres con- 
gruenl-'i. 

IV. Probleme de la li^iie droite, plus court chemin d'lui point 
a no autre. 

C'cst encore la un probleme relatif aux princjpes fondamentaux 
de la Geometrie. 

Si des axiomes necessaires a rediiication de la Geometrie habi- 
tuelle euclidienne, nous retranchons Taxiome des paralleles en sup- 
posant qu'il ne soil pas "verifie, mais que, au contraire, tous les 
autres le soient, nous obtenons, comme on le salt, la Geometrie 
(hyperbolique) de Lobatchefskij. En cc sens, nous pouvons dire 
que c'est une Geometrie qui se place a la suite de la G6om6trle 
euclidienne. Si nous supposons, en outre, que I'axiome en verlu 
duquel de trois points d'une droite il en est loujours un et un seul 



(') Oiiu-t ]c5 auteurs anierieuLs, consuliei' a cp. ?ujel. IIilhebt, Grundlage.n der 
Geometrie, Chap. IV, Leipzig; Teubnei-, 1899. Comparer aussi une Note ajouieeau 
Chap. IV de ]a traduction de cet Ouvrage (Annales de I'&cole Normale, S'serie, 
t. XVII; 1900) oil M, Hilhert pai'le des Iravaux fondanienlaux sur ce sujel de 
M. Gerard, professeur au lycee Charlemagne. 

(2) Gauss, Werke, t. VIII, p. 242. 
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situe enlre les deux autrcs, ccsse d'etre veriBe, nous obtenons la 
G^ometrie (elliptique) de Riemann, en sorte que celle-ci se ma- 
tiifeste comme une Geometrie placee a la suite de celle de Lobat- 
chefskij. 

Si, d'une maniere analogue, nous voulons examiner les principes 
dans le cas de I'axiome d'Archimede, nous n'avons qu'ii supposer 
que cet axiome n'est pas verifie et nous obtenons alors les Geome- 
tries non archimediennes dont M, Veronese et moi nous avons fait 
I'etude. Or, une question plus generale qui se presente ensuite est 
celle de savoir si Ton pourrait encore, en partant d'autres points 
de vue, edifier des Geometries qui, avec non nioins de droit que les 
precedentes, se placeraient a la suite de la Geometrie euclidienne 
habituelle. A cet effet, j'attirerai votre attention sur un theoreme 
que beaucoup d'auteurs d'ailleurs ont pris comme definition de la 
ligne droite, a savoir que la ligne droite est le plus court chemin 
d'un point k un autre. Cet enonce se reduit essentiellement h. ce 
theoreme d'Euclide que, dans un triangle, la somme de deux c6tes 
est toujours plus grande que le troisieme; il est facile de voir que, 
dans ce theoreme, il ne s'agit que de concepts elementaires, c'est- 
a-dire derivant immediatement des axiomes; il est, par suite, d'une 
discussion plus abordable que la proposition en question de la droite 
plus court chemin. Euclide demontre ce theoreme au moyen de la 
proposition de Tangle exterieur en s'appuyant sur les theoremes de 
congruence. Or, il est aise de se convaincre que la demonstration du 
theoreme d'Euclide en question est impossible si I'on invoque uni- 
quement les theoremes de congruence relatifs au transport de 
segments et d'angles, et Ton voit qu'il est necessaire, en outre, 
d'employer dans la demonstration un theoreme de la congruence 
des triangles. Alors cette question se presente : Existe-t-il une Geo- 
metrie ou sont verifies tous les axiomes de la Geometrie euclidienne 
habituelle et, en particulier, tous les axiomes de congruence, sauf 
I'axiome de congruence de triangles dont il vient d'etre parle (c'est- 
ii-dire encore une Geometrie oii ne sera pas verifie le theoreme 
d'aprcs lequel les angles a la base d'un triangle isoscele sont egaux) 
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et oil, de plus, le theoreme que, dans tout triangle, la somme 
de deux cdtes est plus grande que le troisieme, est pose comme 
un axiome particulier? 

Or, I'on reconnait qu'une telle Gdom^trie existe effectivement, et 
n'est pas autre que celle esposee par M. Minkowski dans son 
livre, Geometrie derZahlcn('), et prise par lui comme base de ses 
recherches arithmetiques. La Geometrie de Minkowski est done 
aussi une Geometric qui se place a la suite de la Geometrie eucli- 
dienne habituelle; ellc est essenticllement caracterisee par les 
conventions suivantes : 

Premierement, les points k egale distance d'un point iixc O sont 
representes par une surface convexe fermee de I'espace euclidien 
habituel et dont le centre est le point O ; 

Secondement, deux segments sont encore dits egaux quand on 
peut les faire coincider au moyen d'une translation de I'espace eucli- 
dien habituel. 

Dans la Geometrie de Minkowski, I'axiome dcs paralleles est 
verilie. Dans une Note (^) que j'ai publiee sur le tli^oreme relatif a 
la droite chemin le plus court d'un point k un autre, je suis parvenu 
a une Geometrie oil I'axiome des paralUles n'est pas v6rifi6, tandis 
que tous les autres axiomes de la Geometrie de Minkowski le sont. 
En raison du rfile important joue par le tlieoreme de la ligne droite 
plus court chemin d'un point k un autre, ainsi que par le theoreme 
d'Euclide sur la somme de deux c6tes d'un triangle, qui est essen- 
ticllement equivalent, non seulement dans la theorie des nombres, 
mais encore dans la theorie des surfaces et le Calcul des variations, 
et comme je suis convaincu qu'une discussion approfondie des 
conditions relatives a la validite de ces theoremes jetterait egale- 
ment un nouveau jour sur le concept de distance ainsi que sur 
d'autres notions elementaires, par exemple sur la definition du 
plan et sur la possibilite de le definir au moyen du concept de droite. 



(i) Leipdg, Teubn.;,-. 

(2) Math. Annalen, i. XLVI, p. y!. 
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il me semble desirable que Ton fasse une discussion et uiie exposi- 
tion systematique des Geometries possibles ici. 

Dans le cas du plan et en admettant I'axiome de continuile, ie 
probleme dont il s'agit conduit k la question trait^e parM. Dar- 
boux (') : Determiner tous les problemes du Calcul des variations 
dans le plan ou les solutions sont toutes les droites du plan ; question 
qui me semble susceptible et digne de generalisations fecondes et 
interessantes (-). 

V. — De la notion des groupes continus de transformations de Lie, en 
faisant abstraction de Thypothese que les fonctions definissant les 
groupes sont snsceptibles de differentiation- 

On salt qu'en employant la notion des gToupes continus de 
transformation, Lie a etabli un systeme d'axiomes pour la Geome- 
tric, et a demontre an moyen de sa theorie des groupes continus de 
transformations que ce sysLeme d'axiomes suffit pour edificr la Geo- 
metric. 

Or, dans I'exposition de sa theorie, Lie suppose Loujours que les 
fonctions definissant les groupes sont s«sc(3/)^i6^es(^e c?i^e>en^/'a^i07i/ 
alors rien dans ces developpements ne nous dit si, dans la question 
des axiomes de la Geometric, cette hypothese relative h la diffe- 
rentiation est de toute necessite, ou si elle ne serait pas plut6t une 
consequence du concept de groupes ainsi que des autres axiomes 
g^ometriques employes. Cette consideration, ainsi que certains 
■ problemes relatifs aux axiomes arithmetiques, nous m^nent k cette 
question plus g^nerale : Jusqu'a quel point le concept de groupes 
continus de transformations de Lie est-il accessible, si I'on rejetie 
V hypothese que les fonctions en questioii sont susceptihles de 
differentiation ? 

On sail que Lie definiL le groupc fini continu de transformations 



(') Lemons sur la theorie generale des surfac 
(') Comparer les int^ressanies reclierches <le ! 
t. XLIX et L). 
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comme uii systeine de LransformaLions 
lei que deux transformations quelconques 

du systcme, operees I'uneaprcs I'autre, fournissenl unc translbrnia- 
tion appartenant egalemeiit au systeme et, par suite, reprcscnlable 
sous la forme 

^;'=/,[/(^. «) -..,A(^, ");^., ...,i>,.]^M^„ ..■,-x.r,c„ ...,c,), 

oii c,, . ■ ■, Cr sont certaines fonctions de a,, , . ., a^; ^i, . . ., />r- La 
propriete de groupe se trouve ainsi exprimee par un systeme 
d' Equations fonctionnelleset ne soumet done les fonctions/',, ■■■,/„; 
c,, ...,c,. k aucune autre restriction. Mainteoant la methode de 
traitement par Lie de ces equations fonctionnelles, k savoir la deri- 
vation des equations differentielles connues dont on pari, presup- 
pose necessairement la continuitedes fonctions deiinissant le groupe 
ainsi que la possibilite de les differentier. 

Quant alacontinuite, on devra conserver d'abord cetto condition, 
quand ce ne serait qu'eu egard aux applications geometriques et 
arithraetiques oii la continuity des fonctions en question apparait 
comme consequence del'axiomedecontinuile. Aucontraire, la pos- 
sibilite de differentier les fonctions deiinissant les groupes renferme 
une condition que Ton ne pent exprimer dans les axiomes geome- 
triques que d'une fagon bien detournee et bien compliquee, et il se 
preseute alors cette question : Ne serait-il pas toujours possible, par 
I'introduction de nouvelles variables et de parametres convenable- 
ment cboisis, de ramener le groupe a un autre ou les fonctions qui 
le definissent seraient susceptibles de differentiation? Ou encore 
ne serait-il pas au moins possible, au moyen de I'introduction de 
certaines hypotheses simples, de ramener le groupe a un autre qui 
serait accessible aux m^thodes de Lie? La reduction aux groupes 
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analytiques est, d'apres un th^oreme enonce par Lie (') cL de- 
montre par Scliur (^), toujours possible, pourvu que le groupe soit 
transilifet pourvu que Ton admettel'existencedesderivees premieres 
et de certaines derivees secondes des fonctions d^finissant le groupe. 

L'etude des questions analogues dans le cas des groupes infinis 
est interessante aussi, ce me semble. On est alors, en general, con- 
duit au champ vaste et non sans inter^t des equations fonction- 
nelles. Celles-ci, jusqu'ici, ont ete surtout etudi^es dans I'hypothese 
de la possibilite de differentier les fonctions qui s'y rapportent. En 
particulier les equations fonctionnelles, trait^es avec tant de perspi- 
cacite par Abel ( = ), les equations aux differences finies, et d'autres 
equations deji rencontrees ne nous apprennent rien par elles-roemes 
sur cette condition de la possibilite de differentier les fonctions en 
question ; ce sont certaines demonstrations d'existence dans le 
calcul des variations qui m'ont directement impose ce probleme : 
tirer d'une equation aux differences la demonstration de la possi- 
bility de differentier la fonction consideree. Dans tons ces cas on est 
done conduit a cette question : Jusqu'd quel point les affirmations 
admissibles dans le cas oil I'on suppose les fonctions susceptibles 
de differentiation conservent-elles, avec certaines modifications 
convenahles, leur validite dans le cas oil I'on rejeite cette hypo- 
thkse ? 

Remarquons d'ailleurs que M. Minkowski, dans sa Geometrie des 
nombres precitee, prend comme point dc depart I'equation fonction- 
nelle 

etparvient, au moyen de cette equation, a demontrer I'cxistence de 
certaines derivees pour les fonctions en question. 



(') Lie-Engkl, Theorie der Transformation$gruppe, t. Ill, gS'i ct i4-i. Leipi^ig, 
,893. 

(') Ueber den analytisoken Character der eine endliche oontinuii-liche 
Transformationsffruppe darstellenden Functionen {Math. Annalen, t. XLl). 

(s) CEuvres, edit. Sylow et Lie, t. I, p. i, 61, 389. 
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D'autre part, jeferai remarquer qu'i! peut tres bien exister des 
equations fonctionnelles analytiques dont les seules solutions sont 
des fonctions non susceptibles de differentiation, Ainsi, on peut 
construire unefonction f{x') uniforme et continue, non susceptible 
de differentiation et qui represente I'unique solution des deux equa- 
tions fonctionnelles 

¥(^ + «)-?(^)=/(^)- 

oil xct P sonL deux nombres reels et oii/(x') designs unc foncLion 
uniforme analytique et reguliere pour toutes les valeurs reelles de x. 
La mauiere la plus simple de construire de pareilles fonctions, c'est 
d'employer des series trigonometriques en se servant d'idees ana- 
logues a celles queM. Borel a appliquees, ainsi que M. Picard(') 
nous I'apprend, a la construction d'une solution non analytique, 
doublement p^riodique d'une cerLaine equation analyLique aux de- 
rivees partielles. 

VI. -- Le traitement mathematique des axiomes de la Physique. 

Les reciierches sur les principes fondamentaux de la Geometrie 
nous conduisent a envisager ce probleme : Traiter sur ce modele 
les branches de la Physique oil les Mathematique s jouent au- 
jourd'hui un rdle preponderant; ces branches de la Science sont, 
avant toutes auires, le Calcul des Probabilites et la Mecanique. 

Quant aux axiomes du Calcul des probabilites (^), il me semble- 
rait tres desirable que Ton en f5t la discussion logique en meme 
temps qu'en Physique mathematique on developperait parallele- 
ment d'une mauiere rigoureuse et satisfaisante la methode des 



(1) Quelques theories Jondanientales dans I'Anatyse mathematique. Con- 
ferences faites il Clarlt IfnivevsiLy, 1900. — Extrait de la Revue ginerale des 
Sciences, jiublie sous forme de livre par Armand Colin et C", p. 11. 

(s) Comparer BouLiiiim, Ueber Versicherangsmathematik, zweite Vorlesung, 
aus Klein und Riecke, Ueber angewandte Mathematik und Physik. Leipzig und 
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valeurs raoyeniies, et cda tout particulierement dans !a theorie cine- 
tique des g-az. 

Quant aux principes de ia Mecaiiique, nous possedons dejii au 
point de vue physique des recherclies d'une haute portee ; je citei'ai, 
par exemple, les ecrits de MM. Mach('), Hertz (^), Boltzmann (') 
et Volkmanii C). U serait aussi tres desirable qu'un examen appro- 
fondi des principes de la Mecanique fftt alors tente par les niath^ 
maticiens. Ainsi le Livre de M. Boltzmann sur les Principes de la 
Mecanique nous incite a etablir et a discuter au point de vue raa- 
thematique d'une raaniere complete et rigoureuse les milithodes 
basees sur I'idee de passage a la limite, et qui de la conception 
atomique nous conduisent aux lois du mouvement des coniinua. 
Inversement on pourrait, au moyen de methodes basees sur I'idee 
de passage k la limite, chercher a deduire les lois du mouvement 
des corps rigides d'un systeme d'axiomes reposant sur la notion 
d'etats d'une matiere remplissant tout I'espace d'une maniere 
coYitinue, variant d'une maniere continue et que Ton devra definir 
parametriquement. 

Quoi qu'il en soit, c'est la question de I'equivalence des divers 
systemes d'axiomes qui presentera toujours I'interet le plus grand 
quant aux principes. 

Pour que I'exemple de la Geometric soit applicable au Lraitemcnt 
des axiomes de la Physique, nous devons chercher k renfermer une 
classe aussi generale que possible de phenomenes physiques dans 
un nombre restreint d'axiomes; puis, au moyen de I'addition de 
nouveaux axiomes, il faut parvenir successivement aux theories plus 
particulieres. Peut-etre pourrait-on ici emprunter un principe de 
subdivision a cette profonde TWorie des groupes infinis de transfor- 
mations de Lie. Le mathematicien , de meme qu'en Geometric, 
devra ici aussi avoir egard, non seulement aux theories qui se rap- 



(1) Die Mechanik in Hirer Entwickeiu?ig. Leipzig, zweite Aufiage ; 1889. 

(2) Die Prinoipien der Meohanik. Leipzig; 1894. 

{})' Vorlesungen IXber die Principe der Mechanik. Leipzig; 1897. 

(*) Einfllhrung in das Studium der theoretischen Physik. Leipzig; 1900. 
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prochent de la realite, mais encore en general a toutes celles qui 
sonllogiquement possibles, et il devra toujours soigneusementcher- 
cher a obtenir une vue d'ensemble complete sur toutes les conse- 
quences qu'entraine le systeme d'axiomes choisi. 

Eniin, pour completer les theories physiques, le mathematicien 
devra atlaquer le probl^me qui consiste en chaque cas a exa- 
miner si le nouvel axiome ajout6 n'est pas en contradiction avec les 
precedents. Le physicien se voit souvent obligii, par le resultat de 
ses experiences, de faire de nouvelles hypotheses, et cela mSme pen- 
dant le developpement de ses theories, et il invoque alors au sujet 
de la non-contradiction des nouvelles hypotheses avec les prece- 
dentes, ces experiences precisement, ou encore un certain senti- 
ment physique. Ce sont la des precedes qui ne sent pas admis- 
sibles dans Tedification rigoureusement logique d'une theorie. La 
demonstration requise de la non-contradiction de toutes les hypo- 
theses faites me semble encore d'une grande importance par la raison 
que I'effort necessite par cette demonstration conduit toujours de la 
maniere la plus effective k un enonce exact des axiomes memes. 

Jusqu'ici nous avons exclusivement examine les principes fon- 
damentaux des diverses branches de la Science mathematique. 
II est certain que I'elude et la discussion des principes d'une science 
possedent un charme particulier et I'examen de ces principes sera 
toujours un des plus importantssujets de recherches. k Le but final w, 
a dit Weierstrass, o que I'on doit avoir devant les yeuxest la recherche 

d'un jugement exact sur les principes fondaraentaux de la science 

Pourpenetrer dans le domaine de la Science il est, sans doute, in- 
dispensable ausside s'occuperde problemes particuliers. » En effet, 
pour pouvoir examiner avec fruit les principes d'une science, il faut 
^tre familiarise avec ses theories particulieres; seul, I'architecte qui 
connalt A fond, dans tons leurs details, les diverses destinations d'un 
batiment, sera capable d'en poser sflrement les fondations. Nous 
aliens done maintenant passer en revue des problemes speciaux 
dans les diverses branches de la Mathematique, et nous commen- 
cerons par I'Arithmetique etTAlgcbrc. 
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VII. — Irrationality et transceiidance de certains nomhres. 

Les theoremes arithmetiques de M. Hermite sur la fonction expo- 
nenlielle et leur extension par M. Lindemann feront cerlainement 
radmiration de toutes les generations futures de malhematiciens. 
Cette admiration accroit encore notre desir de continuer dans cette 
voie. C'est ce qu'a fait M. Hurwitz dans deux interessants travaux 
sur les proprietes arithmetiques de certaines fonctions transcen- 
dantes ('). Aussi indiquerai-je ici une classe de problemes qui me 
semblent devoir fitre attaques les premiers. Lorsque nous savons de 
certaines fonclions transcendantes importantes de I'Analyse qu'elles 
prennent des valeurs alg^briques pour certains arguments alge- 
briques, cela nous semble toujours particulierement remarquable 
et digne d'une etude approfondie. Nous nous attendons toujours 
a voir les fonctions transcendantes prendre, en general, pour des 
arguments algebriques des valeurs transcendantes, et quoique I'on 
sache Men qu'il existe des fonctions transcendantes entieres posse- 
dant des valeurs rationnelles pour tons leurs arguments algebriques, 
neanmoins nous regardons comme extremement probable que la 
fonction exponentielle e'"^, par exemple, qui, pour toutes les valeurs 
rationnelles de I'argument z prend evidemment toujours des valeurs 
algebriques, prenne d'autre part, pour toutes les valeurs irration- 
nelles algebriques de I'argument z, des valeurs toujours transcen- 
dantes. Nous pouvons donner a cet enonce la forme geometrique 
suivanle : Lorsque, dans un triangle isoscele, le rapport entre 
I'angle a la base et I'angle au soinmet est algebrique, mais 
nan ratioiinel, le rapport entre la base et I'autre cdte sera tou- 
jours transcendant. Malgre la simplicite de cet enonce et sa res- 
semblance avec les propositions decouvertes par MM. Hermite et 
Lindemann, j'en regarde la demonstration comme extremement 
difficile, et il en sera de meme de la proposition suivante : La puis- 
sance a^, pour une base algebrique a et un exposant algebrique 

(1) Math. Annalen, t. XXII ct XXXII, 
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irrationnel ^, commepar exemple le nomhre 2*^^ ou e^ = i~^',repre- 
sente ioujours un nombre transcendant ou pour le moins irra- 
tionnel. II est certain que la resolution de ces problemes et d'autres 
analogues doit conduire a des methodes nouvelles, ainsi qu'i de nou- 
veaux points de vue relativement k la nature de nombres irration- 
ncls ct traosccndants parliculicrs. 

VIII. — Problemes sur les nomhres premiers. 

La iheorie de la distribution des nombres premiers a recu, dans 
ces derniers temps, une impulsion essentielle sous I'influence des 
travaux de MM. Hadamard, de la Vallee-Poussin, H. von Mangoldt 
et autres. Pour resoudre completement le probleme pose dans le 
Memoire de Riemann Sur le nombre des nombres premiers inf4- 
rieurs a une quantite donnee,]\. est encore n^cessaire de demontrer 
raffirmation si importante de Riemann que les zeros de la fonc- 
tion 'C,{s), qui est representee par la serie 

oni ious leur partie rdelle 6gale a |, abstraction faite des zeros 
connus, qui sont des nombres entiers n^gatifs. Une fois cette demon- 
stration obtenue, le probleme ulterieur sera la discussion plus precise 
de la serie infiniede Riemann pour le nombre des nombres premiers, 
et il faudra en particulier reconnaitre si la difference entre le 
nombre des nombres premiers inferieurs a une quantity x et le 
logarithme integral de x devient effectivement infinie anec x 
d'un ordre infdrieur a |; il faudrait ensuite reconnaitre si les 
tennes de la formule de Riemann qui dependent des premiers zeros 
complexes de la fonction i^(s) sont la cause veritable de la conden- 
sation par places des nombres premiers, remarquee dans les denom- 
brements empiriques. 

Apres avoir epuise ce sujet de la discussion de la formule de 
Riemann relative aux nombres premiers, on pourrait peut-fitre 
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donner uiie reponse rigoureuse au problcme de Goldbach (') ou 
Ton se demande si tout nombre pair est representable par une 
somme de deux nombres premiers; vient ensuite cette question 
connue : Y a-t-il une infinite de couples de nombres premiers ayant 
comme difference le nombre 2 ? Et ce probleme plus general ; L'equa- 
tion Hncaire de Diophante 

oil les coefficients a, b, c sont des nombres entiers donnes dont deux 
sont premiers entre eux, est-elle toujours resoluble en nombres 
entiers premiers x, yl 

Mais un pi-obleme d'interet non moindre et qui me semble peut- 
etre d'une importance encore plus considerable est !e suivant : Trans- 
porter les resultals obtenus pour la distribution des nombres pre- 
miers rationnels a la theorie de la distribution des ideaux 
premiers d'un corps de nombres donne k. C'est lu un probleme 
qui revient a I'etude de la fonction 



'■)=i:^ 



relative au corps k, et ou la sommc doit etre ctendue a lous les 
ideauxj du corps dc nombres donne k, eL oli n(\) designe la norme 
de I'ideal j. 

Je citerai encore trois problemes particuliers de la Theorie des 
nombres, k savoir un probleme sur les lois de reciprocite, un autre 
sur les equations de Diophante, enfin le dernier appartenant au 
domaine des formes quadratiques. 

iX. — Demonstration de la loi de reciprocite la plus generale 
dans un corps de nombres quelconque. 

On demande de demontrer dans le cos d'un corps de nombres 
quelconque la loi de reciprocity des residus de puissances de 

{') Comparer K.-y. Stackel, Ueber Goldbach' s empirisches Theorem {Got- 
tinker Naokrichten; 1896), et M, Landau, loc. cit.; 1900. 
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degra I, I designant un nombre premier impair, ou encore I dcsi- 
gnant soil mie puissance de 2, soit une puissance d'un nombre pre- 
mier impair. On pourra, je crois, etablir la loi et decouvrir les 
methodes essentielles necessaires a la demontrer, en generalisanl 
convenablemcnt la theorie que j'ai developpee ( ' ) i propos du corps 
des racines /""*' de Tuniti et ma theorie (^) des corps relativement 
quadra Liques. 

X. — De la possibilite de rfeoudre une Equation de Diophante. 

On donne une equation de Diophante a un nombre quelconque 
d'iiiconnues et a coefficients entiers rationnels : On demande de 
trouver une methode par laquelle, au moyen d'un nombre fini 
d' operations , on pourra distinguer si I'equation est resoluble 
en nombres entiers rationnels. 

XI. — Des formes quadratiques a coefficients algetiriques quelcotiques. 

Nos connaissances actuelles dans la Theorie des corps quadra- 
tiques (^) nous permettent d'aUaquer avec fruit la Theorie des 
formes quadratiques a un nombre quelconque de variables et 
dont les coefficients sont des nombres algebriques quelconques. 
Nous sommes conduits alors a cette question des plus int^ressantes : 
Etant donnee une equation quadratique k nombre quelconque de 
variables et & coefficients algebriques, la resoudre en nombres en- 
tiers ou fractionnaires faisant partie des domaines algebriques de 
rationalite determines par les coefficients. 



(') Bcricht der D. M. V., iiber die Theorie der algebraischen Zahlkorper, 
5' Partie, t. IV; 1897. 

(2) Math. Annalen, t. hi, et Gottingtn Nachrichten, 1898. 

(') HiLBEttT, Uebei- den. Dirichletschen biqiiadi-atischsii Zdklenkorper (Matk. 
Annalen, t. XLV), — Ueber die Theorie der relativquadratiscken. ZahlkSrper 
(Beriohte der D. M. V.; 1897, et Math. Annalen, t. LI). — Ueber die Theorie 
der relativ-Abelschen Korper {Gottinger Nachrichten; 1898). — Grundlagen 
der Geometrie. Festschrift. Leipzig; 1899, Chap. VIJI, g K} (trarliiit dans les 
Annates de I'Ecoie Normale, 'i' serie, t. XVIlr 1900). 
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Le probleme important qui suit servira de trait d'unioii entre la 
Theorie des nombres, d'une part, et I'Algebre et la Theorie des 
fonclions, d'autre part. 

XII. - Extension du theoreme de Kronecker siir les corps abelieiis 
a un domaine de rationalite algebrique quelconque. 

C'est a Kronecker que Ton doit ce theoreme que tout corps de 
nombres abelien dans le domaine des nombres rationnels est en- 
gendre par composition de corps de racines de I'unite. Ce theoreme 
foudamental de la theorie des equations a coefticieuLs numeriques 
entiers renferme deux affirmations ; 

PremUrement, le theoreme repond i la question relative au 
nombre et k I'existence des equations qui, dans le domaine des 
nombres rationnels, ont un degre, un groupe abelien et un discri- 
minant assignes. 

Secondement, le theoreme nous dit que les racines de telles 
equations constituent un domaine de nombres algebriques qui coin- 
cide exactement avec le domaine que Ton obtient lorsque, dans la 
fonction exponentielle e'"^, on donne successivement a Targument s 
toutes les valeurs num^riques rationnelles. 

La /iremEere affirmation souleve la question de la determination 
de certains nombres algebriques au moyen de leur groupe et de leur 
ramification; cette question correspond done au probleme connu 
de la determination des fonctions algebriques appartenant a unc 
surface de Riemann donnee. 

La scconde affirmation fournit les nombres demandes par un 
moyen transcendanl, a savoir, au moyen de la fonction exponen- 
tielle e''^''. 

Apres le domaine des nombres rationnels, le plus simple est celui 
du corps imaginaire quadratique; le probleme qui se presente 
d'aboi'd est done celui d'etendre a ce corps le theoreme de Kro- 
necker. Kronecker lui-meme a affirme que les equations abeliennes 
dans le domaine d'un corps quadratique sont fournies par les equa- 
tions de transformation des fonctions elliptiques a module siugu- 
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Her, en sorte qn'ici les fonctions elliptiques jouent le role occupe, 
dans le cas precedent, par la fonction exponentielle. La demonstra- 
tion de cette affirmation de Kronecker n'a pas encore ^te effectuee; 
je crois que Ton peut y arriver, sans rencontrer de difficultes insur- 
montables, en s'appuyant sur la theorie de la multiplication com- 
plexe developpee par M. Weber ('), en mfime temps que sur les 
theoi'emes purement arithmetiques que j'ai <^tablis sur les classes 
de corps. 

Enfin, cc qui me semble d'une importance ciipitale, c'est I'exten- 
sion du theoreme de Kronecker au cas ou, au lieu du domaine des 
nombres raiionnels ou bien des nombres du corps imaginaire 
quadratique, on prend, comme domaine de rationalite, un corps 
de nombres algebriques quelconques. 

Je regarde ce probleme commk un des I'LUS profojids et des 
plus impoettants de toute la tiieorie des fiombeles et des fong- 

TIOHS. 

Ce probleme parait abordable d'une foule de cotes. La clef la 
plus capable de nous ouvrir la voie a la solution de la partie arith- 
metique du probleme est, selon moi, la loi generale de reciprocity 
des i-esidus de puissances 1"''°''^ dans un corps de nombres qiielconque 
assig'ne. 

Quant a la partie du probleme qui est relative k la Theorie des 
fonctions, le chercheur se laissera conduire dans ce domaine si 
attrayant par les remarquabies analogies que Ton observe entre la 
Theorie des fonctions algebriques d'une variable et celle des 
nombres algebriques. L'analogue du developpement en serie de 
puissances d'une fonction algebrique, dans la Tbeorie des nombres, 
a ete etabli et etudie par M. Hensel(*); quant a l'analogue du theo- 
reme de Riemann-Roch, il a ete traite par M. Landsberg (*). En- 



(') H. Weber, Elliptische Functioiieii und algebraische, Zahlen. Brai 
schweig; 1891. 

(^) Jahresberickte der D. M. F., t. VI, ainsi qu'un Memoire des Math. An, 
len : Ueber die Entwickelung der algebraischen Zahlen in Potenzreihen. 

(») Math. Annalen, t. L; iSgS. 
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suite I'analogie entre la notion du genre d'une surface de Riemann 
et la nolion du nombre des classes d'un corps de nombres saute 
aux yeux. Pour ne parler que du cas le plus simple, considerons, 
d'une part, une surface de Riemann de genre p=^i, et, d'autre 
part, un corps de nombres ou le nombre des classes est. A = 2; 
alors a la demonstration de Fexistence d'une integrale partout finie 
sur la surface de Riemann correspond la demonstration de I'exi- 
stence d'un nombre entier x dans le corps de nombres tel que le 
nombre \la. represente un corps non ramifie relativement quadra- 
tique par rapport au corps de base. Dans la Theorie des fonctions 
algebriques on sail que, pour demontrer ce theoreme d'existence 
riemannien, on emploie la melhode du probleme de Dirichlet; de 
m^me, dans la Theorie des corps de nombres, c'est la demonstration 
de I'existence du nombre a qui presente aussi la difficulte princi- 
pale. La demonstration s'appuie essentiellement sur le theoreme 
que dans un corps de nombres il existe toujours des ideaux premiers 
possedant des caracteres residuels assignes. Ce dernier fait joue par 
suite, dans la Theorie des nombres, unr61e analogue a celui que joue 
le probleme de Dirichlet dans la Theorie des fonctions. 

Dans la Theorie des fonctions I'equation du theoreme d'Abel 
enonce, comme on sait, la condition necessaire et suffisante pour 
que les points en question de la surface de Riemann soient les zeros 
d'une fonction alg^brique appartenant k la surface. L'analogue 
precis du theoreme d'Abel, dans la Theorie des corps de nombres, oii 
le nombre des classes est h = 3, est Tequation de la loi de recipro- 
cite quadratique ( ' ) 



(f)- 



qui nous dit que I'ideal \ sera un ideal principal du corps de nombres, 
au seul et unique cas ou le nombre a. poss^de par rapport a Tideal j 
un caractere residuel qadidratiqae posiiif. 

Nous Yoyons que, dans les problemes que nous venons d'exami- 

( ' ) Comparer Hilbebt, Ueber die Theorie der relativ-Abelschen ZdhlkOrper 
(Gottinger Nachrichten; 1898). 
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ner, les trois branches fondamentales des Malhematiques, a savoir 
]a Theorie des nombres, I'AIgebre et la Th^orie des fonclions, sont 
dans le rapport le plus intime, et je suis convaincu que la Theorie 
des fonctions analytiques de plusieurs variables ferait un progres 
essentiel si Ton arrivait a la decouverte et Vetude des fonctions 
qui, dans un corps de nombres algebriques quelconque donne, 
jouent le rdle analogue a, celui joue, dans le corps des nombres 
rationnels,parlafonction exponeniielle, et, dansle corps imagi- 
naire quadratique, par lafonction modulaire elliptique. 

Nous arrivons maintenant a I'AJgebre ; je parlerai dans ce qui suit 
d'un probleme de la Theorie des equations, et d'un autre probleme 
auquel m'a conduit la Tbcoric des invariants algebriques. 

XIII. — Impossibilite de la resolution de I'equation generale 
du septieme degrSaumoyen de fonctions de deux arguments seulement. 

La Nomographie (') a pour but la resolution des equations au 
moyen du trace de reseaux de courbes qui dependent d'«« para- 
metre arbitraire. On voit immediatement que toute racine d'une 
equation dont les coefficients dependent de deux parametres seule- 
ment, c'est-a-dire que toute fonction de deux variables indepen- 
dantes, est representable d'une foule de manieres, d'apresce principe 
de la Nomographie. Enfm, il est evident que ce principe, qui ne 
comporte I'emploi d''aucun element mobile, permet de representer 
une grande classe de fonctions de trois variables et plus, k savoir 
toutes les fonctions que Ton pent obtenir en construisant d'abord 
une fonction de deux arguments, puis en remplagant chacun de ces 
arguments par une fonction de deux arguments, ces derniers k leur 
tour etant encore remplaces par des fonctions de deux arguments et 
ainsi de suite, en formant ainsi un enchainement fini de fonctions 
de deux arguments. Par exemple, toute fonction rationnelle d'un 
nombre quelconque d'argumenls appartient k cette classe de fonc- 
tions que Ton peut construire au moyen de tables nomographiques ; 

(') M, ii'OcAGXE, Traitide Nomographie. Paris, ■Gauthici-ViOars; i8gg. 
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en eft'et, cette fonction peut ^tre construite par addition, soustrac- 
tion, jiiultipilcation et division, et chacune de ces operations ne 
represente qu'une fonction de deux arguments. On Yoit de meme 
que les racines de toutes les equations >esolubles par radicaux dans 
un domaine naturel de rationalite appartiennent a la classe pre- 
citee de fonctions; en effet, aux. quatre operations elementaires on 
ne fait qn'ajouter I'operation d'extraction de racines, qui represente 
uniquement une fonction cCun argument. Semblablement, les equa- 
tions du cinquieme et du sixieme degresontresolublesparle moyen 
de Tables noraographiques convenables; en effet, ces Equations, par 
le moyen de transformations de Tschirnausen, qui elles-m^mes 
n'exigent que I'extraction de racines, peuvent etre mises sous une 
forme ou les coefficients ne dependent que de deux paramfetres. 

Or i! est probable que les racines des equations du septieme degre 
sont des fonctions de leurs coefficients qui n'appartiennent pas a la 
classe susdite des fonctions que Ton peut construire par le moyen 
d'un enchainement fini de fonctions de deux arguments. Pour le 
prouver, il serait nccessaire de demontrcr que ['equation du 
septieme degre 

est impossible a rdsoudre au moyen de fonctions continues quel- 
conques do deux arguments seulement. 

Je remarquerai seulement qu'un examen rigoureux m'a prouve 
qu'il existe des fonctions analytiques de trois arguments 3;, y, z 
impossibles a obtenir an moyen d'enchainements en nombre fini de 
fonctions de deux arguments seulement (' ). 

XIV. — Demontrer que certains systemes de fonctions sont finis. 
Dans la Theorie des invariants algebriques, il me semble que les 
questions oii il s'agit de savoir si les systemes de formes complets 

(') Dans ce §XIII, en fait de m^thodes nomographiques, M. Hilbert n'a yis6 que 
celles qui ne compovtent aucun element mobile. En effet, I'inlrodQction dYMments 
mobiles permel de consti'uire des fonctions de pius de deus arguments. G'esl ce 
que M. d'Ocagrie a fail voir (Comptes rendus, t. CXXXI, p. 5a2; 1900), et cela 
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sonl finis presentent un inter^t particulier, Demierement, M. L. 
Maurer (' ) a reussi A etendre les theoremes en question relalifs a la 
Theorie des invariants demontri^s par M. Goi'dan et par moi, au cas 
ou ce n'est pas, comme dans la Theorie usuelle des invariants, ie 
groupe general projectif qui est pris comme base de la definition 
des invariants, mais un sous-groupe queJconque. 

Un progrfes essentiel dans cette direction avail dcja ele cffectue 
par M. A. Hurwitz (^) loi'squ'il parvint, par une methode des plus 
ingenieuses, a demontrer d'une maniere generale que le nombre des 
invariants ortliogonaux d'une forme fondamentalc quelconqne est 
fini. 

En m'occupant de cette question du nombre fini des invariants, 
i'ai ete conduit a un probleme simple qui renferme comme cas par- 
ticulier la question susdite et dont la solution exige probabiement 
un developpement de la Theorie de I'elimination et des systemes de 
modules de Kronecker, pousse beaucoup plus loin qu'on n'a reussi 
a le faire jusqu'a present. 

Supposons que Ton ait assigne un nombre m de fonctions ration- 
nelles entieres X,, X™, . . . , X,„ des n variables a;,, a;,, . . ., x^, 



(S) 






{ ^m—f,„{XuXi, ...,a;„). 

Toute liaison rationnelle enliere entre XnX^, . . . , X,„, oii Ton 
introduira les expressions ci-dessus, sera necessairement une fonc- 
tion rationnelle de x^,x^,. ..,x,„. Cependant, il peut aussi tres 
bien se faire qu'il y ail des fonctions rationnelles fractionnaircs dc 

precis^ment A I'occasion de la coutevence de M. Hilbeit ici traduite. La methode 
dite des points alignes, qui comporte I'emploi d'line simple droile, permet tres 
aisemeiit de doiiner une solution nomographinue de I'equation du septieme degre. 

(L. L.) 

(1) Comparer les Sitzungsberichte der K. Acad, der Wiss. zu Miinchen ; 
1899, et un Travail paru peu apres dans les Math. Annalen. 

(5) Ueber die Erzeugung der Invarianten durch Integration (Gdtiinger 
Nachrichten; 1897). 
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X,, X.,, ... , X„, qui, apres I'operation des substitutions (S), devien- 
dront des fonctions entidres en a;,,a;s, . . .,x„. Une telle fonction 
rationnelle do X,, . . . , X,n qui, apres que I'on aura effectue les sub- 
stitutions (S), sera devenue une fonction entiere en a;,, . . . , ir„, je 
lanommerai une fonction relaiivemenl entiire de X,, . . ,, X„. II 
est Evident que toute fonction entiere de X, , . . . , X„ est aussi rela- 
tivement entiere; enfin, la somme. la difference et le produit de 
fonctions relativement entieres sont egalement des fonctions relati- 
vement entieres. 

Le probleme qui se presente alors est celui-ci : Est~il toujours 
possible de troui>er un sysUine fini de fonctions relativement 
emigres de X,,X._i, . . ., X,„ apec lesquelles on puisse composer 
d'une maniere rationnelle entidre toute autre fonction relative- 
ment entiere de X,, X^, . . ., X,„? On peut formuler le probleme 
encore plus siroplement, si I'on introduit la notion de domaine ft.ni 
d'iniegrite. 

Par domaine fini d' integrity, j'entends un sysleme de fonctions 
tel que I'on puisse toujours y choisir un nombre fini de fonclions a 
I'aide desquelles toutes les autres fonctions du systeme soient expri- 
mables d'une maniere rationnelle entiere, Notre probleme revient 
done a demontrer que toutes les fonctions relativement entieres 
d'un domaine quelconque de rationalite ferment toujours un 
domaine fini d'integrite. 

Nous sommes enfin conduits a rendre le prohlime encore plus 
prdcis en le faisant rcntrer dans la pure theorie des nombres; 
on regardera, dans ce cas, les coefficients des fonctions donnees 
f\jfii ■ ■ ■ ifm comme dtant des nombres entiers rationnels ct, par 
fonctions relativement emigres de X, , . . . , X,„, on entendra seule- 
ment des fonctions rationnelles de ces arguments, telles que, apres 
I'operation des substitutions (S), elles deviennent des fonctions 
rationnelles entieres de a;,, . . ., ar„ a coefficients rationnels entiers. 

Un cas particulierement simple du probleme ainsi precise est 
celui-ci : Soient X,, . . ., X,„, m fonctions rationnelles entieres a 
coefficients rationnels entiers de I'unique variable x, et soit w un 
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nombre premier donrnj. Considirons le systerac cles fonctions 
rationn elles entieres de x, qui peuvent etre raises sous la forme 

G(X,, ...^X,,,) 

oil G d^signe une fonction rationnelle entiere de ses arguments 
X| , . . . , X^ et ou p* est une puissance quelconque du nombre pre- 
mier p. Des recherches que j'ai publiees autrefois dans les Math. 
Annalen, t. XXXVI, p. 4'^5, font voir immediatement que toutes 
les expressions de cette nature forment, pour chaque exposant 
determine A, un domaine fini d'integrite ; mais il s'agit ici de savoir 
s'il en est de meme pour tous les exposants h, c'est-a-dire qu'il 
s'agit de savoir si Ton peut choisir un nombre fini de pareilles 
expressions au moyen desquelles toute autre expression de cette 
forme peat ^tre exprimee d'une maniere entiere et rationnelle pour 
un exposant h quelconque, 

Je mentionnerai maintenant deux problemes qui font partie de ce 
domaine iutermediaire qui confine a I'Algebre et k la Geometrie : 
I'un est relatif k la Geometrie enumerative, I'autre a la Topologic 
des courbes et des surfaces algebriques. 

XV. — Etahlissemeiit rigoureux de la Geometrie enumerative 
de Schubert, 

Le probleme est le suivant : 

Determination rigoureuse des iiombres de la Geometrie enu- 
merative^ et cela en fixant d'une maniere plus precise les limites 
de leurvalidite, et, en particulicr, des nombres que Schubert (') 
a trouves en s appuyant sur le principe de son calcul enumeralif, 
dit de la position speciale ou de la conservation du nombre. 

Bien que I'Algebre moderne regarde, en principe, comme poa- 



{') Kalcul de7' Absdklenden Geometrie. Ltipiig; i 
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sibles a effectuer les calculs des procedes d'elimiiiation, les demon- 
strations des th^orimes de la Geometric enumerative exigent des 
considerations ulterieures, savoir : on doit effectuer les eliminations 
relatives a certaines equations de forme particuliere, en sorte que le 
degre des equations finales soit possible a prevoir, ainsi que les 
ordres dc mulliplicite de leurs soluLioiis. 

XVI. — Prolilemes de topologie des courbes et des surfaces algebriques, 

Le nombre maximum des branches ferm^es et separces que peut 
posseder une courbe plane algebrique d'ordre n a ete determine par 
Harnack ( ' ) ; reste la question de la situation mutuelle qu'occupent 
entre elles dans le plan les branches d'une courbe. En ce qui concerne 
les courbes du sixieme ordre, je suis parvenu a prouver (^), en 
entrant, il est vrai, dans beaucoup de details, que les onze branches 
que peut avoir une courbe du sixifeme ordre, d'apres Harnack, ne 
peuvent jamais avoir leurs cours tous separes et qn'il doil, au con- 
traire, exister une branche a I'interieur de laquelle se trouve une 
branche unique, tandis que les 7ie«/autres ont leurs cours a son exte- 
rieur, et reciproquement. Une etude approfondie des positions 
relatives des branches separees dans le cas de leur nombre 
maximum m,e semble presenter un grand interet, et il en est de 
mSme de la recherche analogue relative au nombre, a la forme 
et a la position relative des nappes d'une surface algebrique dans 
I'espace. Jusqu'ici d'ailleurs Ton ne sait absolument rien sur le 
nombre maximum effectif de nappes que peut avoir une surface du 
quatrieme ordre de Tespace k trois dimensions ('). 

Comme suite a ce probleme purement algebrique, j'attirerai I'aL- 
tention sur la question suivante, qui me semble pouvoir Sire attaquee 
au moyen de la melhode de la variation continue des coefficients ; la 

(') Matheinatische Annalen, t. X. 

(') UeberdiereellenZiige algebraischen Cu.ri;en{Math. Annalen, t. XXXVIII, 
p. ii6-i38). 

(3) Comparer Rohn, Fldchen vierter Ordnung. Preisschi'ift der FiirBtlich 
Jabloijowskischeii Gpsellschaft. Leipzig: [SS6. 
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reponse a cette question est dVilleurs importante pour la topologie 
des families de courbes defiiiies par des equations differentielles : 
Determiner le nomhre maximum et la situation relative des 
CYCLES LiMiTES de M. Poincure dans le cas d'une equation dijfi- 
rentielle du premier ordre et du premier degre de la forme 
^_ Y 

ou X, Y designent des fonctions rationnelles entieres de dcgre n, 
de X, y, ou, en employant I'ecriture homogene, de la forme 

Y f' ff£ _ ^\ _i_ y/' — — ~\ -4-7 f f^ _ —\ — 

Y 11 ~ ^ it ) '^ y dt "^ dt ) y dt '~ ^ dt ) ^ '^' 

ou X, Y, Z designent des fonctions rationnelles entieres et homo- 
genes de degre »., de x, y, s, ces fonctions devant etre determin^es 
comme fonctions dn parametre, 

XVn. -- Representation des formes definies par des sommes de carres. 

Une fosicLion ou forme rationnelle entiere a nombre quelconqne 
de variables et a coefficients reels est dite definie lorsqu'elle ne 
prend jamais de valeurs negatives pour aucune valeur reelle des 
variables, Le systeme de loutes les formes definies se comporte 
d'une maniere invariante vis-i-vis des operations de Taddilion et de 
la multiplication; le quotient de deux fonctions definies, tant que 
c'est une fonction entiere des variables, est une forme definie, Le 
carre d'une forme quelconque est evidemment toujours une forme 
defmie, mais, ainsi que je I'ai demontre ( ' ), une forme definie quel- 
conque ne peut pas toujours Atre composee par addition au moyen 
de carres de formes; il se presente alors cette question, que j'ai 
resolue dans le sens affirmatif dans le cas des formes ternaires (-) : 
Une forme definie quelconque pcut-elle etre toujours representee 



(1) Math. Annalen, t. XXXII. 
(') Acta malheinatica, t. XVTl. 
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comine quotient de sommes de carr4s de formes? 1\ serait an 
meme temps cxtremement utile de savoir, dans certaines questions 
relatives a la possibilite de certaines constructions geometriques, si 
les coefficients des formes representantes peuvent fetre toujours pris 
dans le domaine de ralionalite donne par les coefficients de la forme 
representee (' ). 

.le cilerai encore iin probleine geometrique. 

X?III. - Partition de I'espace en polyedres congruents. 

Dans les questions oii il s'agit de ces groupes de deplacements 
dans le plan, pour lesquels il existe une region fondamentale, on 
sail que la reponse est tres differente suivant que Ton considere le 
plan (elliptique) de Riemann, le plan (parabolique ) d'Euclide, ou 
le plan (hyperbolique) de Lobatchefskij . Dans le cas du plan ellip- 
tique, le nombredes regions fondamentalesd'une espece essentielle- 
ment differente est Jini, et il suffit d'un norabre /ini d'exemplaires 
de regions congruentes pour recouvrir sans lacunes le plan tout 
entier : le groupe est constitne par un nombre fini de deplacements. 
Dans le cas du plan hyperbolique, le nombre de regions fondamen- 
tales d'une espece essentieltement differente est infini : ce sont les 
celebres polygones de M. Poincare; pour recouvrir sans lacunes le 
plan tout entier, il faut un nombre zrt/i/ii d'exemplaires de regions 
congruentes. C'est le plan parabolique eucHdien qui forme le cas 
intermediaire ; en effet, dans ce cas il n'existe qu'un nombre fini 
d'especes essentiellement differentes de groupes de deplacements 
a region fondamentale, tandis que pour recouvrir sans lacunes le 
plan tout entier il faut un nombre infini d'exemplaires de regions 
congruentes, 

Des faits completement analogues ont lieu dans I'espace a trois 



(') Comparer Uli.liiidT, la Festschrift deja 
Chap. V)i, cLi porticiiHfii- le g 38. 
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i-limensians. Lc fait que lo norabre des groupes de deplacements 
dans I'espace elliplique est fini est une consequence immediate d'un 
thtorfemedeM. G. Jordan ('), en vertuduquel lenombre desespeces 
essentiellement distinctes de gi'oupes finis de sidistitutions llneaires 
k n variables ne peut depasser une certaine limite finie dependant 
de n. Les groupes de deplacements k region fondamentale dans 
I'espace hyperbolique ont ele etudies par MM. Klein et Fricke dans 
les Legons sur la theorie des foiictions auiomorphes (*); enfin 
MM. Feodorow (*), Schcenflies (■*), et dernierement M. Rohn C^) 
ont d6montr6 que, dans I'espace parabolique d'Euclide, il n'y a qu'un 
nombre fini d'especes essentiellement diflerentes de groupes de depla- 
cements a region fondamentale. Or, tandis que les resultats et les 
methodes de demonstrations relatives aux espaces elliptiques et 
liyperboliques s'etendent immediatement aux espaces i n dimen- 
sions, il semble, au contraire, que la generalisation du theor^me 
relatif a I'espace euclidien presente des difficultes considerables, 
il serait done a desirer que I'on se propos&t cette recherche : Recon- 
naiire si, dans I'espace euclidien a n dimensions, il n'exisle qu'un 
nombre fini d'especes differentes de gi-oupes de deplacements a 
region fondamentale. 

Une region fondamentale de chaque groupe de deplacements, 
jointe aux regions congruentcs provenant du groupe, fournit evi- 
demment un recouvrement sans lacunes de I'espace tout entier. 
Alors se pose la question suivante : Existe-i-il aussi des polyedres 
qui NE se presentent pas comme regions fondamentales de groupes 
de deplacements, et au moyen desquels cependant on peut, en 
juxtaposant convenablement les exemplaires congruents, arriver 
a remplir sans lacunes I'espace tout entier? Je citerai aussi une 
question qui se relie a la prccedente; question importante pour la 
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Theorie des nombres et peut-etre utile aussi en Physique et en 
Chimie : c'est la question de savoir comment on pouirait, avec la 
plus grande densite possible, remplir I'espace au moyen d'un nombre 
infini de corps de mime forme assignee d'avance, par exemple au 
moyen de spheres d'un rayon donne ou de tetraedres d' aretes donnees 
(on pourrait aussi assigner d'avance la position des aretes); autre- 
ment dit, on demande de repartir ces corps dans I'espace de fagon 
que le rapport de I'espace rcmpli a I'espace vide soil le plus grand 
possible. 

Si nous jetons un coup d'ccil sur le devcloppcmeut de la Lheorie 
des fonctions pendant le xis* siecle, nous remarquons avant tout le 
r61e fondamental joue par cette classe de fonctions que Fen nomme 
aujourd'hui fonctions analytiques, classe de fonctions qui reste- 
ront toujours le point central de I'interet mathematique. 

11 serait facile de distribuer toutes les fonctions concevables 
dignes d'interet en classes formees a des points de vue divers. Con- 
siderons, par exemple, la classe des fonctions susceptibles (Vdtre 
definies au moyen d''equations differ entielles algebriques ordi- 
naires ou au moyen d^equations de mdme nature aux derivees 
partielles. On remarque immediatement que cette classe de fonc- 
tions ne renferme pas des fonctions qui proviennent de la theorie 
des nombres, fonctions dont I'etude est pour nous de I'interet le 
plus eleve. Par exemple, la fonction ^ («), dont on a deja parle, ne 
verifie aucune equation diff^rentielle algebrique, comme c'est facile 
a reconnaitre au moyen de la relation connue entre ^(*) et i^(i — s) 
et en invoquant le tbeoreme ou M. Holder (') demontre que ia 
fonction T^x) ne verifie aucune equation differentielle algebrique, 
II est aussi tres vraisemblable que la fonction des deux variables.? 
et X, definie par la serie 
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et qui est intimement liee a la fonction K{s), ne verifie aucune equa- 
tion algebrique aux derivees partielles; dans I'etude de cette der- 
niere question, on devra faire usage de I'equation fonctionnelle 



,^). 



D'autre part, si par des considerations arithraetiques et geome- 
triques nous sommes conduits a envisager la classe de toutes les fonc- 
tions continues et susceptibles d''etre differentiees indefiniment, 
nous devrons dans leur etude renoncer a ce moyen de travail si ma- 
niabie des series de puissances et a cette propriete que la fonction 
soit completement determinee par la succession de ses valeurs dans 
une region quelconque, si petite qu'elle soit. Par consequent, tandis 
que la precedente limitation du domaine fonctionnel semblait trop 
etroite, celle-ci nous parait beaucoup trop large. 

Le concept de fonction analytique, au contraire, embrasse dans 
son domaine toutes les fonctions les plus importantes de la Science, 
qu'elles proviennent de la Theorie des nombres, de la Theorie des 
equations differentielles ou des equations fonctionnelles alg^briques, 
ou merae encore de la Geometrie et de la Physique raath^matique ; 
c'eat done avec raison que, dans le royaume des fonctions, I'on 
donnc le role preponderant aux fonctions aualytiques. 



XIX. — Les solutions des problenies reguliers du calcul des variations 
Eont-elles necessairement analytiques? 

Je regarde comme un des faits vraiment les plus remarquables 
des elements de la Theorie des fonctions analytiques qu'il y ait des 
equations aux derivees partielles dent les integrales sont toutes 
necessairement des fonctions analytiques des variables indepen- 
dantes, ou, pour abreger le langage, qu'il y ait des equations aux 
derivees partielles qui ne soient susceptibles que de solutions analy- 
tiques. Les equations aux derivees partielles les plus connues de 
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celte cspece soiiL I'ctpiaLioii dii poLentiel 

eL ccrtaincH equations lineaires eludiees par M. Picard('), cnfiii 
Tcquation dilTerentielle 

I'^quatioii aux derivees partielles des surfaces minima et beaucoup 
d'autres. La plupart de ces equations aux derivees parlieiles ont ce 
signe distinctif commun : ce sont des equations differentielles dc 
Lagrange, de certains problemes du Calcul des variations, a savoir 
de ces problemes de variation definis par la formule 



//' 



i<(p, q, i; x,y)dxdy = 



oil pour tous les argiiments consideres doil avoir lieu Tinegalite 

r)p^ dq"^ \dpdq} ' 

F elant une foocLion anaiytiquo. Nous uommerons un te[ problomc 
du Calcul des variations, un probleme regulier. Cc sont les pro- 
blemes reguliers du Calcul des variations qui jouent un r6Ie prin- 
cipal en Geometrie, en Mecanique et en Physique mathematique; 
on est done conduit a se demander si toutes les solutions des pro- 
blemes reguliers du Calcul des variations sont touj ours necessaire- 
ment des fonctions analytiques, c'esL-a-dire si toute equation aux 
derivees partielles de Lagrange d''un probleme regulier du 
Calcul des variations a comme propriete de i-Hadmellre que des 
int6grales analytiques, alors mSme que la fonction, comme dans 
le probleme de Dinchlet, prendrait sur le contour des valeurs quel- 
conques continues, mais non analytiques. 

(I) Journal de I'licole Poljtechnique: iBgn. 
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.Te remarquerai encore qu'il exists, par exemple, des surfaces a 
courbnre gaussienne consLante negative qui sont representees par 
des fonctions continues et susceptibles de differentiation successive, 
mais non analytiques, tandis qu'il est au contraire probable que 
toute surface a courbure gaussienne constante positive est necessai- 
rement une surface analjtique ('). On sait bien, d'ailleuPs, que ies 
surfaces u courbure constante positive sonL intimement liees a ce 
probleme rcgulier du Calcul des variations : faire passer par une 
courbe gauche fermee une surface dont I'aire soit un minimum, cettc 
surface etant assujettie a la condition de renfernier avec une surface 
fixe un volume donne, la surface fixe elle-m^me devant passer par 
la courbe s^auclie donnee. 



XX. — Probl6me de Dirichlet dans le cas general. 

Un important probleme, intimement lie au precedent, est celui 
de I'existence des solutions d'equations aux derivees partielles de- 
vant prendre des valeurs assignees le long de contours donnes. Les 
m6thodes si perspicaces de MM. H.-A. Schwarz, C. Neumann et 
Poincare ont resolu ce probleme, dans le cas de I'equation dc 
Laplace, quant aux points les plus esscntiels, mais en general ces 
methodes ne semblent pas susceptibles d'etre etendues au cas oi'i 
sont encore assignees, le long du contour, les valenrs des derivees ou 
encore des relations entre ces demieres et la fonction, ou bien lors- 
qu'ilnes'agitplusde surfaces potentielles, mais, par exemple, de sur- 
face minima ou de surfaces a courbure gaussienne constante positive, 
assujetties a passer par une courbe gauche assignee ou a toucher 
une surface annulaire le long d'une courbe fermee. Je suis persuade 
que Ton parviendrait a effectuer ces demonstrations en se basant 
sur une idee mere generale a laquelte se rattache le principe de 



er le Memoire subsei^uent de M. Hilbert sur ce sujet : Ueber Jldchen 
r Gausschen Krummung ( Transactions of the Amei-ican inalhe- 
:al Society, Vol, IJ, n" 1, p. 87-99; Jaitiaiy iD"')- (J^--- tj.) 
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]|>4 SECOKDK PARTIE. — (JONPBRENCES KT COMMUSIGATIOXS. 

Dirichlet et qui nous permettrail d'aborder de plus pres cette 
question ; Chaque prohleme regulier du Calcul des variations ne 
poss^de-t-il pas une solution, powvu que certaines hypotheses 
soient verifices, relativement aux conditions limitatipes donnees, 
rektivement, par exemple, k la continuity et h. la possibilite de 
differentier, plus ou moins de fois successives, les fonctions dent il 
s'agit, et pourpu necessairement aussi que la notion de solution 
soil convenablement generalis^e ( ' )? 

XXI, — Demonstration de I'existence d' equations differentielles linSaires 
ayaiit nn groupe de nionodromie assigne. 

Dans la Theorie des equations diUeren Lie lies lineaires a une va- 
riable independante s, j'altirerai Tattention sur un tres important 
probleme, que Riemann d'ailleurs avait deji en vue, et qui consiste 
h demontrer qu'i7 exists toujours une equation differentielle li- 
n^aire de la classe de M. Fuchs ayant des points critiques donne's 
et un groupe de nionodromie donne. Ce probleme exige done que 
I'on trouve n fonctions de la ■variable z qui se comportent partout 
ri^guliereraent dans le plan de la variable complexe s, sauf en cer- 
tains points critiques donni^s : en ces points I'ordre d'infinitude des 
fonctions doit etrefmi, et lorsque la variable sdecrit un contour au- 
tour de ces points, les fonctions doivent eprouver les substitutions 
lin^aires donnees. L'existence de pareilles equations differenlielles 
est rendue tres probable an moyen d'un denombrement de con- 
stantes, mais jusqu'ici Ton n'est parvenu k une demonstration rigou- 
reuse que dans le cas particulier ou les racines des Equations fonda- 
mentales des substitutions donnees out I'unite pour valeur absolue. 
M. L. Schlesinger (^) a etabli cette demonstration en s'appuyant sur 
la theorie des fonctions zeta-fuchsiennes de M. Poincare. II est clair 

{') Comparer raa Note sur le Principe de Dirichlet (Jakresbericht der D. 
M. v., t. VIII, p. !84; 1900, ii'aduite dans les Nouvelles Annates de Mathima- 
tiques, 3° s^rie, I. XIX; 1900). 

(') Handbuch der Theorie der linearen Dijfercntialgleichungen, Vol. II, 
Paz-lii; ir, 110 300. 
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I). HILBEHT. — PROUI.EHISS MATUEMATIQL'ES. loS 

que la theorie des equations differentielles lineaires gagnerail essen- 
tiellement en unite si Ton parveiiait k resoudre d'une maniere gene- 
rale Ic probleme que je viens d'indiquer. 

XXII. — Relations analytiques exprimies d'une manifire uniforme au 
moyen de fonctions automorphes. 

On sait que JVl. Poincare a demontre le premier qu'une relation 
■algebrique quelconque entre deux variables peut toujours etre ex- 
primee d'une maniere uniforme au moyen de fonctions automorphes 
■d'une variable ; autrement dit, etant donnee une equation algebrique 
■entre deux variables, on peut toujours trouver pour ces demieres 
des fonctions uniformes automorphes d'une variable qui, portees 
dans I'equation algebrique, la verifient identiquement. L'extension 
de ce theoreme fondamental h. des relations quelconques non alge- 
briques, mais analytiques, entre deux variables, a 6te faite avec 
gi-and succfespar M. Poincare ('), et cela par une voie tout autre 
<jue celle qui I'avait conduit au but dans la question anterieure du 
cas algebrique. 

Mais la demonstration par laquelle M. Poincar^ fait voir qu'il est 
possible d'exprimer d'une maniere uniforme une relation analy- 
tique quelconque entre deux variables ne nous montre pas encore 
si Ton peut choisir les fonctions uniformes de la nouvelle variable, 
de telle sorte que, tandis que cette variable parcourt le domaine 
regulier de ces fonctions, on obtienne une representation effective 
de 1' ensemble de tous les points reguliers de la fonction analytique 
donni^e. 

Au contraire, il semblerait, d'apres les recherches de M. Poin- 
care, que, abstraction faite des points de ramification, on doit encore, 
en general, mettre de c6te une infinite de points isoles de la fonc- 
tion analytique donnee, que Ton obtient seulement quand la nou- 
velle variable tend vers certains points limites des fonctions. Un 
eclaircissement et une solution de ces dijfficultes me paraissent 

<i) Dulletin de. la Soc. Mat/i. de France, t. XI; r88J. 
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extremement desirables en raisoa de V importance fondamentale 
de la question iraitee par M. Poincare. 

A la suite de ce probleme prend place la meme question dans Ic 
cas de relations alg6briques ou analytlques entre trois ou un plus 
g;rand nombre d« variables, probleme que I'on sail resoudre en un 
grand nombre de cas; les nouvelles recherchcs de M. Picard sur les 
fonctions algebriques de deux variables doivent etre regardees ici 
comme des travaux preliminaires de la plus grande importance ct 
du plus grand secours. 

XXIII. — Sxteiision des methodes dii Calcul des variations- 

Jusqu'ici je n'aicite, autant que possible, que des problemes deter- 
mine et particuliers, car je pense que ce sont precisi^ment les pro- 
blfenies determines et particuliers qui nous attirent le plus et qui ont 
I'influence la plus immediate sur I'ensemble de la Science. Je vais 
neanmoins terminer eette Conference par un probleme general, 
probleme ayant trait a une discipline que j'ai deji plusieurs fois 
mentionnee; cette discipline, malgre les progres considerables que 
lui a fait faire Weierstrass, il n'y a pas bien longtemps, n'est cepen- 
dant pas encore, selon moi, appreciee par tes mathematiciens k sa 
juste valeur. C'est du Calcul des variations (') que je parle. Le 
peu de progres de cette discipline tient peut-fitre a ce que I'on man- 
quait jusqu'ici de livres ecrits au point de vue moderne sur ce sujet. 
On en doit d'auLant plus de remerciraents a M. A. Kneser, doni 

(1) Comme TraJies je ciierai : Moiqso-Lindelop, Ler.ons sur le Calcul des 
variations; Paris, 1861, et A. Kneser, Lehrbuch der Variationsrechnung ; 
Braunschweig, 1900, 

Pour donner une id^e du contenu de ce Livre, nous fevons simplemeot obseriur 
que M. Kneser, dans les jiroblemes les plus simples, de mSme que dans le cas oii 
une limiie d'integration est variable, ^tabiit des conditions sufflsantes relatives a 1j 
valeur estrgme et empioie I'enveloppe d'une famille de courbes qui v^rifient les 
equations different ielles du probleme, pour d^montrer la n^cessit^ de la condition 
de Jacobi relative a la valeur extreme. Atiirons encore I'atiention sur ce point que 
M. Kneser, dans son Livre, applique aassi la tb^orie de Weierstrass k la question 
de la valeur extreme de quantitSs di^finies par des Equations tliffirentielles. 
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nous venous de citer le Livre en note. Ce traile de Calcul des va- 
riations est redig^ d'apres les points de vue les plus nouveaux, et 
I'Auteury a loujours eu egard a la parfaite rigueur exigee aiijour- 
d'hiii. 

Lc Calcul des variations, au sens le plus large, est I'etude de la 
variation des fonctions et nous apparait, a ce point de vue, comme 
una continuation necessaire du Calcul differentiel et integral. A ce 
point de vue, les recherclies de M. Poincare sur le Probleme des 
trois corps, par exemple, forment un Chapitre du Calcul cles varia- 
tions, en ce sens que M. Poincare, au moyen du principe des varia- 
tions, deduit d'orbites coimues, ayant certaines proprietes, de nou- 
velles orbites jouissant de proprietes serablables. 

Aux remarques generales, faites au debut de cette Conference 
sur le Calcul des variations, je vais ajouter ici une rapide exposi- 
tion de ce qui faisait I'objet de ces remarques. 

Le probleme le plus simple du Calcul des variations propre- 
mentditconsiste, comme on sait, a trouverunefonclion y de la va- 
riable X, telle que Tintegrale defmie 

prenne la plus petite valeur de toutes celles que prend ladile inte- 
grale quand on y remplace y par d'autres fonctions de x en conser- 
vantles monies valeurs initiales et finales donnees dans I'inti^gralc 
definie. On salt que, dans Tinterprctation habituclle, revanouisse- 
ment de la variation premiere 

fournit, pour obteuir la fonctiou y chercbee, Fequalion difTeren- 
Liclle hicu connuc du second ordrc 

Maintenant, pour approfondir les conditions necessaires eL 
suffisantcs a I'existcnce du minimum cberclic, considcrons Vi/ite- 
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a'lSKENCES ET COMfllVSICATIO^S. 



-i: 



J— [F-i-{y^-p)F„]d 



F=.F(;,,/;^), 



dp J 



<:t cherchons comment nous demons choisir p comme fonction 
de X, y, afin que la valeur de J' soil independante du chemin 

d' integration, c" est-a-dire du choix de la fonction y de la va- 
riable X. L'integraie J' a la forme 



y—f (Ay^— B)<:te, 



ou A eL B lie renfermenL pas y^, et revanouissement dc la variation 
premiere 

interpretive ainsi que I'exige la nonvelle manierc de poser la ques- 
tion, fournit I'equation 

t)A fm _. 

<)x dy~°' 

c'est-ii-dire que, pour la fonction p des deux variables x, y, nous 
avons I'equation aux dcrivees partielles dn premier ordre 

dV,. d(pF , -F) 
^' ' dx "^ ()y 

L'cquaLion differentielle ordinaire du second ordre (i) ct I'equa- 
tion aux derivees partielles ( i ') que nous venous de trouver ont entre 
elles un rapport intime. G'est ce que nous fait voir de suite claire- 
ment la transformation simple 

^aj + y iy^-p)iF„d^. 
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MATIILJIATIQUES. lOf) 

De cette formule nous concluons les faits suivants : Si nous con- 
siderons une famille quelconque simple de courbes integrales de 
I'equation differentielle ordinaire du second ordre (i) et si nous for- 
inons alors une equation differentielle ordinaire du premier ordre 

qui admetle egalement comma solutions ccs courbes integrales, la 
I'onction p(x,y) sera toujours aussi une integrate de I'equation aux 
derivees partielles du premier ordre (i*); et reciproquement, si Ton 
designe par p{x,y) une solution quelconque de I'equation aux 
derivees partielles du premier ordre (i*), toutes les integrales non 
singulieres de I'equation differentielle ordinaire du premier ordre (2) 
seront egalement integrales de I'equation differentielle du second 
ordre (i). 

En abregeant le langage, on peut dire; Si yx — p(^>y) 6st 
une equation integrale du premier ordre de Tequation difierentielle 
du second ordre (i), p(x, y) representera une integrale de I'equa- 
lion aux derivees partielles (i') et reciproquement; les courbes 
integrales de Tequation differentielle ordinaire du second ordre (1) 
sont, par consequent, aussi les caracteristiques de i'equation aux 
derivees partielles du premier ordre (i*). 

Dans le cas precedent nous trouvons aussi le meme resultat au 
moyen d'un calcul facile; ce calcul nous fournit respeclivement les 
equations en question (i) ei (i") sous la forme 

oi\ les indices inferieurs, d'apres une notation facile a interpreter, 
designent les derivees partielles prises par rapport a x, y, p, y^. 
Ces formules permettent de reconnaitre aisement I'exactitude de la 
relation dont il etait question. 

L'etroite relation que nous venous d'exposer et de demontrer 
entre I'equation differentielle ordinaire du second ordre (i) et 
I'equation aux derivees partielles du premier ordre (i') est, ce mc 
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semble, d'une importance capitale au point de vue dcs principes 
fondamentaux du Calcul des variations. Eiii effct, la valeur de I'in- 
tegrale J' etant independante du chcmin d'integratlon, on aura 

ou dans le premier membre I'integrale est prise le long d'lm chemin 
y queleonque, Landis que I'on snpposera I'integrale du second 
membre prise le long d'une courbo inLegraicy de I'equation diffe- 
rentielle 

K =/.(.-.?)■ 

A I'aide de I'equation (3) nous parvenons a la forinule de Weicr- 
s trass 

ou E designe I'expression de Weierstrass 

dependauL des quatre arguments ^/a,, p, y, x. Comrae, d'apres cela, 
tout revient uniquement a border la courbe integrale y en question , 
dans le plan des x, y, d'une maniere continue at univoque, avec 
des valeurs d'une fonction integ:rale correspondante p(_x,y), les 
developpcments indiques conduisent evidemment, et cela sans in- 
troduire la consideration de la variation seconde et en effecluant 
simplement I'operation polaire (' ) sur I'equation diff^rentielle (i), 
a I'etablissement de la condition de Jacobi, et fournissent la reponsc 
a la question de savoir jusqu'a quel point la condition de Jacobi, 
jointe <i la condition E>ode Weierstrass, est necessaire et Buffi- 
sante pour qu'il existe un minimum, 

(1) Pour la definition de cette operation, voir Ic compte rexidu dc M. Meyer Sur 
la Theorie des invariants {Jahresbericht der D. M. V., t. I, |>. li^g), ou encore le 
meme, Traduction de M. Fehr, dans le Bulletin de M. Darboux, I. XIX, p. a4; 
[895. (L. L.) 
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.THIiUATlOfES. Ill 

Les deveioppemenls indiqiies peuvent, sans autre calcul, s'eLendre 
au cas de deux ou nn plus grand nombre de fonctions cherchees, ainsi 
qu'au cas d'une integrale double ou multiple. Ainsi, dans le cas 
d'une integvale doiiblc 

cLendue a une region donnee co, rcvanouissemenl 



(Ic la variaLioii premiere, interpreLee dans Ic sens babituel, fournit, 
pour la fonction s cherchec de x, y, I'eqnatioii differeutiellc du 
second ordre bien connuc 



<■' 1?-^— (^-S' 


F,^,T 


_ i)F 


D'aiitre pari, considcrous Vini^g'i'als 






j-^y[i'+(=,-p)F,+(% 


-'/)■ 


!>]* 


[f.^F,,,,.. ;.,,,, F,_...'"'<^-tf.-; 


!1'. 1 


v, ~ ' 



^)F(/j,-7.;,.r,,r )-] 



ct demando/is-nous comment nous devons prendre p et q comme 
fonctions dex,y, z, de maniere que la valeur de J' soil inde- 
pendante du choix de la surface passant par la courbe gauche, 
ferniee donnee, c'est-d-dire independanlc du choix de la fonc- 
tion z des variables x, y. 
L'inte}i;rale J' a la forme 



J':= A^^^-F B; 



ct rcviinuuisscmenL dc la variation premiere 
5J' : -- o, 

interpretec d'apres le sens exige par la nouvelle maniere de posei' 
la question, fournit I'equation 

dA. dB dC 
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115 SECOKDE PARTIE. — - tOM'EllliNfiES ET CO IIMUSI CATIONS. 

c'est-a-dire que nous obtenons pour !es fonctions /> et ^ des trois 
variables x, y, 3 Tequation differentielle du premier ordrc 

^^ ' d:c dy ■ 0= 

A cette equation si nous adjoignons encore I'equation aux deri- 
vces partielles 

tiree des equations 

^x — P(.^,.r.- =)> Zy = q(a:, y,z), 

on voil que I'equation aux derivees partielles du second ordre (1), 
relative k la fonction z des deux variables x, y, et le systfeme simul- 
tane (I*) des deux equations aux derivees partielles du premier 
ordre, relatif aux deux fonctions p, q des trois variables 3?,y, z, 
sont dans une relation tout a fait analogue k celle qui a lieu dans le 
cas precedent de I'integrale simple entre les Equations differen- 
tielles (i) et(i'). 

L'inlegrale J' ayant une valeur independanle du choix de la sur- 
face d'integralion, on a 

j'[V{p,q)-{^-.--p)F,(p,q) + {z,-q)¥,(p,q)]d^, = j'v{7,,7;)d<.>, 

oil I'integrale du second membre doit etre etendue a une surface 
integrate z des equations aux di^rivees partielles 

au moyen de la precedente formule nous obtenons imracdiatement 
la suivante 

(IV) JV{Z,, ^r)d^> -■ fe(T^, 7r)d<., -^ J'ii(=^, Zy,p, q)d<,>, 
oil 

E(3., Z„p, q) -^ F(.., Z,) - V{p, q) - (..- -/-)]•'„(/;, ./) - {;,.- q)F^{p, q). 
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D. IKLIlKliT. — l'R01iLi;jIES MATHHUATTQUES. I]J 

qui joue relativcment ii la vai'ialion de Fintegrale double un rolo 
tout a fait pareil a celui que joue la formule (4) precedemment 
etablie dans le cas de I'int^grale simple ; nous avons encore par cette 
formule (IV) repondu a la question de savoir jusqu'a quel point la 
condition de Jacobi, jointe a la condition E > o de Weierstrass, est 
necessaire et suffisante pour qu'il existe un minimum. 

Ces developpements ont beaucoup de rapport avec les modifica- 
tions que M. Kneser('), en partant d'ailleurs d'autres points di; 
vue, a apportees a la Lheorie de "WeiersLrass. En efPet, tandis que 
Weierstrass, pour obtenir les conditions suffisantes relatives a la 
valeur extreme, fait usage des courbes integrales de requation(i) 
passant par un point fixe, M. Kneser eraploie une familie quel- 
conque simple de ces courbes, et pour chaque pareille familie il 
construit une solution caracteristique de I'equation aux d^riv^-es 
partielles que Ton doit regarder comme la generalisation rle i'equa- 
tion de Jacobi et Hamilton. 



Les problemes dont j'ai parle ne sont que des essais; ils suffisenl. 
neanmoins a nous faire voir corabien riclie, multiple el otcndue est 
la Science actuelle, ct Ton est conduit ainsi a se demander si la 
Science mathematique ne finira pas, comme c'est depuis longtemps 
arrive pour d'autres Sciences, par se partager en subdivisions sepa- 
rees dont les representants se comprendront k peine les uns les 
autres et dont la connexion deviendra toujours moindre. Je ne Ic 
pense ni ne Tespere; selon moi, la Science mathematique est un 
enlier indivisible, un organisme dont la force vitale a pour condition 
I'indissolubilite de ses parties. En effet, quelle que soit la diversiti'- 
des matieres de notre Science dans ses details, nous n'en sommes 
pas moins frappes de I'equivalence des procedes logiques, de la 
parente des idees dans I'cnsenible de la Science ainsi que des nom- 
breuses analogies dans ses differents domaines. Nous remarquons 

( ') Comparer lo Tijili; iK-jii cite, § li, tri, 19, 20. 
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encore ceci : plus une theorie mathematique se developpe, plus son 
exposition gagne en harmonie et en unite, et plus on deconvre de 
relations entre cette theorie et les branches de la Science qui lui 
(Jtaient etrangeres jusque-la. C'est ainsi qu'avec I'extension des 
Mathematiques lenr caractere d' unite ne se perd pas, mais devient, 
uu contraire, de plus en plus evident. 

Mais, nous demandons-nous encore, avec I'estension dela Science 
mathematique ne deviendra-t-il pas eiifln impossible au cherclieur 
individuel d'embrasser toutes les branches de la Science? Comme 
reponse a cetle question, je me contenterai de remarquer combien 
il est caracteristique de notre Science que chaque progres efFectIf 
marche la main dans la main avec la decouverte de moyens auxi- 
Uaires plus rigourenx et de methodes plus simples qui, en meme 
temps qu'ils facihtent la comprehension des theories anterieures et 
qu'ils amenent la disparition d'anciens developpe men ts inutiles, per- 
mettent de s'orienter dans toutes les branches des Mathematiques 
hien plus aisement que dans toute autre Science. 

Le caractere d'unite de la Mathematique est I'essence meme de 
cette Science. En elFet, les Mathematiques sont les fondements de 
toutes les connaissances naturelles exactes. Pour qu'elles reraplis- 
sent compl^tement ce but eleve, puissenL-elles etre dans le nouveau 
sieclc cultivees par des maitres geniaux cL par nombre dc jeunes 
gens brillant d'nn noble zele ! 
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DE LlNTUrriON ET DE LA LOGIQUE 

en; MATIIEMATIOUES, 



POLNCARE (Paris). 



11 est impossible d'etudieriesCfliuvrescles grands inaLhematiciens, 
et meme celles des pelits, sans reraarquer et sans distinguer deux 
tendances opposees, ou plutot deux sorLes d'esprits entierement 
diff^rents, Les uns son t avant tout preoccupes de la logique; a lire 
leurs Ouvrages, on est tentc de croire qu'ils n'ont avance que pas a 
pas, avec la methode d'un Vauban qui pousse ses travaux d'approcbe 
centre une place forte, sans rien abandonner au hasard. Les autres 
se laissent guider par I'intuition et font du premier coup des con- 
quetes rapides, mais quelquefois precaires, ainsi que de hardis cava- 
liers d' avant-garde. 

Ce n'est pas la nialierc qu'ils traitent qui leur impose I'une ou 
I'autre methode. Si Ton dit souvent des premiers qu'ils sont des 
analyslcs et si Ton appelle les autres geometres, cela n'emp^che pas 
que les uns restenL analystes, meme quand ils font de la Geometrie, 
landis que les autres sont encore des geometres, meme s'ils s'occu- 
pent d'Analyse pure. C'est la nature mfeme de leur esprit qui les 
fait logiciens ou intuitifs, et ils ne peuvent la depouiller quand jls 
abordent un sujet nouveau. 
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Ce n'est pas non plus Teducation qui a developpe en eux I'une des 
deux tendances el qui a ctouffe I'autre. On nait mathematicien, on 
ne le devient pas, ct il senible aussi qu'on nait gtometre, ou qu'ou 
naitanalyste. 

Je voiidrais citer des exemples et certes ils ne manquent pas ; mais 
pouraccentuer le contraste, je ■voudrais commencer par un exemplc 
extreme; pardon, si je suis oblige de le chercher auprcs de deux ma- 
thematiciens vivants. 

M. Meray veut deiuontrer qu'une equation binome ;i toujours 
une racine. S'il est une veritc que nous croyons connailre par iutui- 
tiou directc, c'estbien celle-la. Qui doulera qu'un angle pent tou- 
jours eLre partage en un nombre quelconque de parties egales? 
M. Meray n'en juge pas ainsi; k ses yeux, cette proposition n'esl. 
nullement evidente et pour la demon trer, il lui faut plusieurs pages. 

Voyez au contraire M. Klein : il etudie une des quesLions les plus 
abstraites de la theorie des fonctions; il s'agit de savoir si sur uno 
surface de Riemann donnec, il existe toujours une fonction admet- 
Lant des singularites donnees : par exemple deux points singuliers 
logarithmiqnes avec des residus egaux et de signe contraire. Que 
fait le celebre geometre allemand? II remplace sa surface de Rie- 
mann par une surface metallique douL la conductibilit^ electrique 
varie suivant certaines lois. II met les deux points logarithmiques en 
communication avec les deux poles d'une pile, 11 faudra bien que le 
courant passe, et la fagon dont cc couranL sera distribue sur la sur- 
face deiinii'a une fonction dont les singularites seronL prccisement 
celles qui sont prevues par Fenonce. 

Sans doute, M. Klein sail bien qu'il n'a domie la qu'un apergu : 
toujours est-il qu'i! n'a pas hesite a le publier; et il croyait proba- 
blement y trouver sinon une demonstration rigoureuse, du moins je 
ne sais quelle certitude morale. Un logicien aurait rejete avec hor- 
reur une semblable conception, ou plutot il n'auralt pas eu a la 
rejeler, car dans son esprit elle n'aurait jamais pu naitre, 

Permettez-moi encore de comparer deux hommes, dont Tun 
"vient tout rccemment dc nous clre cnlcve par (a mort, dont I'autre 



y Google 



II. POIJfCARE. — DU ROLK DE L INTUITION ET DE LA LOGIQUE EN MATHEUATIQDES. 11? 

est encore noire doyen venere, mais qui lous deux sont depuis 
longlemps enlres dans rimmortalite. Je veux parler de M. Berlrand 
ct de M. Hermite. lis ont ete eleves de la nieme ecole et en meme 
Lemps; ils ont subi la mfeme education, les mfimes influences; et 
pourLant quelle divergence ; ce n'est pas seulement dans leurs ecrits 
qu'on la voit eclater; c'est dans leur enseignement, dans leur fagon 
de parler, dans leur aspect mfime. Dans la memoire de tous leurs 
eleves, ces deux physionomies se sont gravees en traits ineffa^ables ; 
pour la piupart d'entre nous qui avons eu le bonheur de suivre leurs 
le?ons, ce souvenir est encore tout recent; il nous est aise de 
I'evoquer. 

Tout en parlant, M. Bertrand est toujonrs en action; tantfit il 
semble aux prises avec quelque ennemi exterieur, tant6t il dessine 
d'un geste de la main les figures qu'il etudie. Eyideinnient, il voit 
el il cherche a peindre, c'est pour cela qu'il appelle le geste a son 
secours. Pour M. Hermite, c'est tout le contraire; ses yeux sem- 
blenl fuir le contact du monde; ce n'est pas au dehors, c'est au 
dedans qu'il cherche la vision de la verite, 

Parmi les geometres allemands de cc siecle, deux noms surtout 
sont illustres ; ce sont ceux des deux savants qui ont fonde la tbeorie 
generale des fonclions, Weierstrass et Riemann. Weierstrass ra- 
inene tout a la consideration des series et a leurs transfoi'mations 
anaiytiques; pour mieux dire, i! reduit I'Analyse a une sorte de 
prolongement de I'Arithmetique ; on pent parcourir tous ses Livres 
sans y trouver une figure. Riemann, au contraire, appelle tout de 
suite la G^oinetrie a son secours, chacune de ses conceptions est 
une image que nul ne peut oublier des qu'il en a compris le sens. 

Plus recemment, Lie etait un inluitif; on aurait pu hesiter en 
lisant ses Ouvrages, on n'hesitait plus apres avoir cause avec lui; 
on voyait tout de suite qu'il pensait en images. M""^ Kowalevski 
etait une logicienne. 

Chez nos etudiants, nous rcmar([uons les mfimes differences; les 
uns aiment mieux trailer leurs problemes n par I'Analyse », les 
autres « par la Geometrie -». Les premiers sont incapables de « voir 
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dans Tespacc », les autres se iasseraieiiL proinptcracnt des longs 
calculs et, s'y embrouilleraient, 

Les deux sortes d'esprits sont egatement necessaires aux progres 
de la Science; les logiciens, coniroe les intuitifs, ont fait de grandes 
choses que les autres n'auraient pas pu faire. Qui oserait dire s'il 
.aimerait mieux que Weierstrass n'eftt jamais ecrit, ou s'il prefe- 
rerait qu'il n'y ellt pas eu de Rieniann? L'Analyse et la Synthese 
ont done toutes deux leur role legitime. Mais il est inleressant 
d'etudier de plus pr6s quelle est dans I'histoire de la Science la part 
qui rcvicnt a I'une et a i'autre. 

I(. 

Chose curieusc ! Si nous relisons les Oli^uvres des anciens, nous 
serous tentes de les classer tous parmi ies intuitifs. Et pourtant la 
nature est toujours la m^me, il est peu probable qu'elle ait com- 
mence seulement dans cc siecle ii creer dcs esprits amis de la 
logiquc. 

Si nous pouvions nous replacer dans le courant des idees qui 
regnaient de leur temps, nous reconnaltrions que beaucoup de ces 
Yieux geometres etaient analystes par leurs tendances, Euclide, par 
exemple, a eleve un echafaudage savant ou ses contemporains ne 
pouvaient trouver de defaut. Dans cette vaste construction, dont 
chaqiie piece, pourtant, est due a I'intuition, nous pouvons encore 
aujourd'hui sans trop d'efforts reconnaitre I'ceuvre d'un logicien. 

Ce ne sont pas les esprits qui ont change, ce sont les idees; les 
esprits intuitifs sont restes les monies; mais leurs lecLeurs ont cxigc 
d'eux plus de concessions. 

Quelle est la raison de cette evolution? 

II n'est pas difficile de le decouvrir. L'intuition ne pent nous 
donner la rigueur, ni rafime la certitude, on s'en est apergu de plus 
en plus. 

Citons quelques exemples. Nous savons qu'il exislc des fonctions 
continues dopourvues dc derivees. Ricn de plus choquant pour Tin- 
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tuition que cette proposition qui nous est imposee par la logique, 
Nos peres n'auraient pas manque de dire : « II est evident que toutc 
fonction continue a une derivee, puisque toute courbe a unc tan- 
gente. » 

Comment I'intuition peut-elle nous tromper ii ce point? C'est que 
quand nous cherclions a imaginer une courbe, nous ne pouvons pas 
nous la representer sans epaisseur; de meme, quand nous nous re- 
presentons une droite, nous la voyons sous la forme d'une bande 
rectiligne d'une certaine largeur. Nous savons bien que ces lignes 
n'ont pas d' epaisseur; nous nous effor?ons de les imaginer do plus 
en plus minces et de nous rapprocher ainsi de la limite ; nous y par- 
venons dans une certaine mesure, mais nous n'attcindi'ons jamais 
cette limite. 

Et alors il est clair que nous pourrons toujoiirs nous representer 
ces deux rubans etroits, I'lin rectilignc, I'autre curviligne, dans une 




position telle qn'ils cmpieteuL legeremeiU I'un sur Tautre sans s(^ 
traverser {fig- i)- 

Noiis serons ainsi amenes, a moins d'etre avertis par une analyse 
rigoureuse, a conclure qu'une courbe a toujours une tangente. 

Je prendrai comme second exemple le principe de Dirichlet; on 
s'est contente d'abord d'une demonstration sommaire, Une certaine 
.integrale dependant d'une fonction arbitraire ne peut jamais s'an- 
nuler. On en conclut qu'elle doit avoir un minimum. Le defaut dc 
ce raisonnement nous apparait immediatement parce que nous em- 
ployons le terme abstrait de fonction et que nous sommes familia- 
rises avec toutes les singularites que peuvent presenter les fonctions 
quand on emend ce mot dans le sens le plus general. 
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Mais il n'en serait pas de mfeioe si I'on s'etait servi d'images con- 
cretes, si Ton avait par exemple considers cette fonction comme un 
potentiel electrique ; on aurait pu croire legitime d'affirnier que 
I'equilibre ^lectrostalique pent fitre atteint. Peut-etre cependanl une 
comparaison physique aurait eveille quelques vagues defiances. Mais 
si Ton avait pris soin de traduire le raisoonement dans le langagc 
de la Geometrie, intennMiaire entre celui de I'Analyse et celui de 
la Physique, ces defiances ne se seraient sans doute pas produites, 
el peut-fitre pourrait-on ainsi, mSme aujourd'hui, tromper encore 
bien des lecteurs non prevenus. 

L'intuilion ne nous donne done pas \n cerliUidc. \oila pourquoi 
['evolution devail sc fairc; voyons niaiuLcnant comment, ellc s'esL 
faite. 

On n'a pas tarde a s'apcrcevoir que la iHgueur ne pourrait pas 
s'introduire dans les raisonnements, si on ne la faisait entrer d'abord 
dans les definitions. 

LongLemps les objets dont s'occupenl les mathematiciens etaient 
pour la plupart mal definis; on croyait les connaitre parce qu'on se 
les representait avec les sens on I'imagination ; mais on n'en avait 
qu'une image grossiere et non une idee precise siir laquelle Ic rai- 
sonnement pllt avoir prise. 

C'est \k d'abord que les logiciens ont di^ porter Icurs efforls. 

Ainsi pour le nombre incommensurable. 

L'idee vague de continulte, que nous devions a Tinluition, s'est 
resolue en un systeme complique d'inegalites portant sur des nombres 
en tiers. 

Par li les difficultes provenant des passages a Ja Itmite, ou de la 
consideration des infiniment petits, se sent trouvees defmitivement 
eclaircies. 

11 ne resle plus aujourd'hui en Analyse (pic des nombres enticrs 
ou des systemes finis ou infinis de nombres entiers, relies entre eux 
par un reseau de relations d'egalite ou d'inegalite. 

Les Mathematiques, comme on I'a dit, se sont arithmelisees. 
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Unc premiere qiiesLion se pose. Cette cvoluLion cst-eile Lerininee? 

AYons-nous attcint cnfin la rigueur absolue? A chaque stade dc 
revoliition iios peres croyaient anssi I'avoir alteinte. S'ils se trom- 
paient, ne nous trompons-noiis pas comme eux? 

Nous croyons dans nos raisonnements ne plus faire appel a Tm-- 
tuition; les philosophes nons diront que c'esl la une illusion. La 
logique toute pure ne nous menerait jamais qu'a des tautologies ; elle 
ne pourrait crecr du nouveau; ce n'esl pas d'elle toute seule qu'au- 
cune science peut sortir. 

Ces philosophes onl raison dans un sens; pour faire I'Arithme- 
tique, comme pour faire la Geometric, ou pour faire une science 
quelconque, il faut autre chose que la logique pure. Celte autre 
chose, nous n'avons pour la designer d'autrc mot que celui d'miui- 
tion. Mais combien d'idees differenLes se cachent sous ce menic 
mot? 

Comparons ces quatre axiomes : 

i" Deux quantiles egales a une troisieme sont egales entre elles, 

2'^ Si un theoremc est vrai du nombre i et si Ton demontre qn'il 
-est vrai de /; +■ i , pourvu qu'il le soit de n, il sera vrai de tous Ics 
.nombres entiers. 

3" Si sur uiie droite le point C est cnire A etB et Ic point D entre 
A et C, le point sera entre A et B. 

ff Par un point on ne peut mener qu'une parailcle a une droite. 

Tous quatre doivent etre attribu(^s a I'intuition, et cependant le 
pi-emier est I'enonce d'une des regies de la logique formelle; le 
■second est un veritable jugement synthetiqne a priori, c'est le fon- 
dement de I'induction mathematique rignureuse; le troisieme est un 
appel a I'imagination ; le quatri^me est une definition deguisee, 

L'intuition n'est pas forcement fondee sur le temoignage des sens ; 
les sens deviendraient bicntSt impuissants; nous ne pouvons par 
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exemple nous representer le chilogone et cependant nous raisonnons 
souvent par intuition sur les polygenes en general, qui comprennent 
le chilogone comme cas particulier. 

Vous savez ce que Poncelet entendait par le principe de conii- 
nuite. Poncelet etait I'un des esprits les plus intuitifs de ce si^cle; i! 
I'etaitavec passion, presque avec ostentation; ilregardaitle principe 
de continuite comme une de ses conceptions les plus hardies, et 
cependant ce principe ne reposait pas sur le temoignagc des sens ; 
c'etait plut6t contredire ce temoignage que d'assimiler I'hyperbole 
a I'ellipse. U n'y avail la qu'une sorte de generalisation hative et 
instinctive que je ne veux d'ailleurs pas defendre. 

Nous avons done plusieurs sortes d'intuitions ; d'abord, Tappel 
aux sens et a I'lmagination; ensuite, la generalisation par induction, 
calquee, pour ainsi dire, sur les procedes des sciences experimen- 
tales; nous avons enfin I'inluition du nombre pur, celle d'ou est 
sorti le second des axiomes que j'enoncais tout k I'heure et qui pent 
engendrer le veritable raisonnement matheraatique. 

Les deux premieres ne peuvenl nous donner la certitude, je I'ai 
montre plus haut par des exemples ; mais qui doutera serieusement 
de la troisieme, qui doutera de I'Arithm^tique? 

Or, dans I'Analyse d'aujourd'hui, quand on veut se donner la 
peine d'etre rigoureux, il n'y a plus que des syllogismes ou des 
appels a cette intuition du nombre pur, la seule qui ne puisse nous 
tromper. On pent dire qu'aujourd'hui larigueurabsolueestatteinte. 



Les philosopbcs font encore unc autre objection : « Ce que vous 
gagnez en rigueur, disent-ils, vous le perdez en objectivite. Vous- 
ne pouvez vous elever vers votre ideal logique qu'en coupant les 
liens qui vous rattachent k la realite. Votre Science est impeccable, 
mais ellc ne pent le rester qu'en s'enfermant dans une tour d'ivoire 
et en s'interdisant tout rapport avec le monde exterieur. II faudra 
bien qu'elle en sorte des qu'elle voudra tenter la moindre appli- 
cation. » 
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Je veux demontrer, par exemple, que telle propriete appartieot a 
tel objet dont la notion me seinble d'abord indefinissable parcc 
qu'elle est intuilive. J'cchoue d'abord ou je dois me contenter de 
demonstrations par a pen pres; je me decide enfin a domier a moii 
objet ime definition precise, ce qui me permet d'etablir cette pro- 
priete d'une maniere irrcprochable. 

« Et apres, disent les philosophes, il reste encore a montrer que 
I'objet qui repond a cette definition est bien le meme que I'intuition 
vous avait fait connaitre; ou bien encore que tel objet reel et concreL 
dont vous croyiez reconnaitre iiiimediatemenL la conformite avec 
votre idee intuitive, repond bien a votre definition nouvelle. C'est 
alors seulement que vous pourrez affirmer qu'il jouit de la propriete 
en question. Vous n'avez fait que deplacer la diflicnlle. » 

Cela n'est pas exact; on n'a pas deplace la difficulte, on Ta 
divisee. La proposition qu'il s'ag;issait d'etablir se composail en 
realite de deuxverites diff^rentes, mais que Ton n'avait pas dlstin- 
guees tout d'abord. La premiere etait une verite mathematique et 
elle est maintenant rigoureusement etablie. La seconde etait mic 
verite experimentale. L'experience seule peut nous apprendre que 
tel objet reel et concret repond ou ne repond pas k telle definition 
abstraite. Cette seconde verity n'est pas demontree mathematique- 
ment, mais elle ne peut pas I'etre, pas plus c^ue ne peuvent I'etre les 
lois empiriques des Sciences physiques et naturelles. II serait derai- 
sonnable de demander da vantage. 

Eh bien, n'est-ce pas un grand progrcs d'avoir distingue ce qu'ou 
avait longtemps confondu a tort? 

Est-ce a dire qu'il n'y ait rien i retenir de cette objection des 
philosophes? Ce n'est pas cela que je veux dire ; en devenant rigou- 
reuse, la Science mathematique prend un caractere artificiel qui 
frappera tout le monde; elle oublie ses origines historiques; on voit 
comment les questions peuvent se resoudre, on ne voit plus comment 
et pourquoi eiles se posent. 

Cela nous montre que la logiqiic oe suffit pas; que la Science de 
la demonstration n'est pas la Science lout entiere et que rintuitiou 
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doit conserver son role comme complement, j'allais dire commo 
contrepoids ou comme contrepoison de la logique. 

Dans V Enseignement mathematique , cette Revue creee par 
M. Laisant et qui commence a 6tre bien connue du monde savant, 
j'ai deja eu I'occasion d'insister sur la place que doit garder I'intui- 
tion dans I'enseigncment dcs Sciences mathematiques. Sans elle, les 
jeuncs esprits ne sauraient s'initier k rintelligence des Mathema- 
tiques; iis n'apprendraient pas a les aimer et n'y verraient qu'une 
vaine logomachie; sans elle surtoul, ils ne deviendraienl jamais 
capables de les appliquer. 

Mais aujourd'hui, c'est avant tout du rdle de I'inluition dans la 
Science eile-meme que je voudrais parler. Si elle est utile a Tetu- 
dianl, elle Test plus encore an savant createur. 

V. 

Nous cherchons la realite, mais qu'est-ce que la realite ? 

Les physiologisles nous apprennent que les organismes sont for- 
mes de cellules; les chimistes ajoutent que les cellules elles-m^mes 
sont formees d'atomes. Cela veut-il dire que ces atomes ou que ces 
cellules constituent la reaiite ou du raoins la seule realite ? La fa^on 
dont ces cellules sont agencees et d'oti resulte I'unite de I'individu, 
n'est-elle pas aussi une realite, beaucoup plus interessante que celle 
des elements isoles, et un naturaliste qui n'aurait jamais etudie 
I'elephant qu'au microscope croirait-il connaitre suffisamment cet 
animal ? 

Eh bien, en Mathematiques, il y a quelque chose d'aualogue. Le 
logicien decompose pour ainsi dire chaque demonstration en un tres 
grand nombrc d' operations elementaires; quand on aura examine 
ces operations les unes apres les autres et qu'on aura constate que 
chacune d'elles est correcte, croira-t-on avoir compris le veritable 
sens de la demonstration ? L'aura-t-on compris m^me quand, par 
nn effort de memoire, on sera devenu capable de repeter cette de- 
monstration en reproduisant toutes ces operations elementaires dans 
I'ordre memc ou les avait rangees rinventeur ? 
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Evidemment non, nous ne possederons pas encore la realite tout 
enliere, ce jc ne sais quoi qui fait I'unite de la demonstration nous 
ecliappera completement. 

Dans ces edifices coinpliques eleves par les maltres de la Science 
matliematiqne, il ne suffit pas de constater la solidlte de chaquc 
partie et d'admirer I'ceuvre du magon, il faut comprendre le plan 
de rarchitectc. 

Or, pom' comprendre un plan, il faut en apercevoir a la fois 
toutes les parties, et le moyen dc tout embrasser dans un coup d'oeil 
d'ensemble, c'est I'intuition seule qui peut nous le donner. 

L'Analyse pure met ti notre disposition line foule de precedes dont 
cllenous garantitl'infaiilibilite; elle nous ouvre mille chemins diffe- 
rents ou nous pouvons nous engager en toute confiance; nous 
sommes assures de n'y pas rencontrer d'obstacles ; mais, de tons ces 
chemins, quel est celui qui nous menera le plus promptement au 
but? Qui nous dira lequel il faut choisir? II nous faut une faculte 
qui nous fasse voir le but de loin, et, cette faculte, c'est I'intuition. 
Elle est necessaire a I'explorateur pour choisir sa route, elle ne Test 
pas moins a celui qui marclie sur ses traces et qui veut savoir pour- 
quoiil I'a choisie. 

Si vous assistcz a inic partie d'echccs, il ne vous suffira pas, pour 
comprendre la partie, de savoir les regies de la marche des pieces. 
Cela vous permettrait seulement de reconnaitre que chaquc coup a 
et6 joue conformement aces regies etcet avantage aurait vraiment 
bien peu de prix. C'est pourlant ce que ferait le lecleur d'un livrc dc 
iVIathematiques, s'iln'etait que logicien. Comprendre la partie, c'est 
tout autre chose ; c'est savoir pourqnoi le joueur avance telle piece 
plutot que telle autre qu'il aurait pu faire mouvoir sans violer les 
regies du jeu. C'est apercevoir la raison iutime qui fait de cette seric 
de coups successifs une sorte de tout organise. A plus forte raison, 
cette faculte est-ello necessaire au joueur lui-meme, c'est-i-dire a 
rinventCLir. 

Laissons la cettc coniparaison et revenons aux Mathematiques. 

Voyons cc qui est arrive, par cxeinple, poor I'idec dc fonction 
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continue. Au debut, ce n'elait qu'une image sensible, parexemple, 
celle d'un trait continu trace k la craie sur un tableau noir. Puis elle 
s'est i^puree pen a peu, bientot on s'en est servi pour construire un 
systemecomplique d'inegalites, qui reproduisait pour ainsi dire 
toutes les lignesde I'image primitive ; quand cette construction a ^te 
terminee, on a decintre, pour ainsi dire, on a rejet^ cette represen- 
tation grossiere qui lui avait momentanement servi d'appui et qui 
etait desormais inutile; i! n'est plus reste que la construction elie- 
ineme, irreprochable aux yeux du logicien. Et cependant si I'image 
primitive avait totalement disparu de notre souvenir, comment 
devinerions-nous par quel caprice toutes ces inegalites se sont echa- 
faudees de cette fagon les unes sur les autres ? 

Vous trouverez peut-etre que j 'abuse des comparaisons ; passez- 
m'en cependant encore unc. Vous avez vu sans doute ces assem- 
blages deiicats d'aiguilles siliceuses qui forment le squelette de cer- 
taines eponges. Quand la mati^re organique a disparu, il ne reste 
qu'une frele et elegante dentelle. II n'y a la, il est vrai, que de la 
silice, mais, ce qui est interessant, c'est la forme qu'a prise cette 
silice, et nous ne pouvons la comprendre si nous ne connaissons 
pas I'epongc vivante qui lui a precis^ment imprime cette forme. 
C'est ainsi que Ics anciennes notions intuitives de nos peres, meme 
lopsque nous les avons abandonnees, impriment encore leur forme 
aux echafaudagcs logiques que nous avons mis a leur place, 

Cette vue d'ensemble est neccssaire k rinventeur; elle est neces- 
saire egalement a celui qui veut reellement comprendre I'inventeur ; 
la logiquc peut-elle nous la donner'? 

Non; Ic nom que lui donnenl les matbematiciens suffirait pour 
le prouver. En Mathematiques, la logique s'appelle Analyse et ana- 
lyse veut dire division, dissection. Ellc nc pent done avoir d'autre 
outil que le scalpel et le microscope. 

Ainsi, la logique et I'intuition ont chacune leur r61c necessaire. 
Toutes deux sont indispensables. La logique qui pent seule donner 
la certitude est I'instrument de la demonstration : I'intuition est I'in- 
strumenL de I'invention. 
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Mais, an moment de forniulcr ccLtc conclusion, jc suis pris d'nn 
scrupule. 

Au debut, j'ai distingue deux sortes d'esprits mathematiques, les 
uns logiciens et analystes, les autres intuitifs et geometres. Eh bien, 
les analystes aussi ont 6te des inventeurs. Les noms que j'ai cites 
tout a I'heure me dispensent d'insister. 

II y a I^ une contradiction au moins apparcnte qu'il est necessaire 
d'expliquer. 

Croit-nn d'abord que ces logiciens ont toujours procedc du gene- 
ral au particulier, comme les regies de la logique formelle semblaienl 
les y obliger? Ce n'est pas ainsi qu'ils auraient pu etendre les fron- 
tieres de la Science ; on ne pent faire de conquete scientifiqne que 
pai' la generalisation. 

Dans un travail imprime dans la Revue de Metaphysique el de 
Morale, j'ai eu Toccasion d'etudier la nature du raisonnemenl 
mathematique el j'ai montre comment ce raisonnement , sans 
cesser d'etre absolunient rigoureux, pouvait nous elever du parti- 
culier au general par un procede que j'ai appele Vinduction ma- 
thematique. 

C'est par ce procede que les analystes ont fait progrcsser la 
Science et si Ton examine le detail meme de leurs demonstrations, 
on I'y retrouvera a chaque instant a cote du syllogisme classique 
d'Aristote. 

Nous voyons done deja que les analystes ne sont pas simplement 
des faiseurs de sylloglsmes a la fa^on des scholastiques. 

Groira-t-on, d'antre part, qu'ils ont toujours marclie pas a pas 
sans avoir la vision du but qu'ils voulaient atteindre? II a bien fallu 
qu'ils devinassent le chcmin qui y conduisait, et pour cela ils ont eu 
besoin d'un guide. 

Ce guide, c'est d'abord I'analogic. 
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Par exemple, un des raisonnements chers aux analystes est celui 
qui est fonde sur I'emploi des fonctions majorantes. On sait qu'il a 
deja servi a resoudre une foule de problemes; en quoi consiste alors 
le rfile de I'inventeur qui veut I'appHquer a un problemc nouveau? 
II faut d'abord qu'il reconnaissc I'analogie de cette question avec 
celles qui ont deja ete resolues par cette methode; ii faut ensuite 
qu'il aper^oive en quoi cette nouvelle question differe des autres, et 
qu'd en deduise les modifications qu'il est necessaire d'apporter a la 
methode. 

Mais comment aper^oit-on ces analogies et ces differences? 

Dans I'cxemple que je viens de citer, elles sent presque toujours 
evidentes, mais j'aurais pu en trouver d'autres oii elles auraient ete 
beaucoup plus cachees; souvent il faut poiir tes decouvrii' une per- 
spicacite peu commune. 

Les analystes, pour ne pas laisser ecliapper ces analogies cachees,. 
c'est-^-dire pour pouvoir fetre inventeurs, doivent, sans le secours 
des sens et de I'imaginalion, avoir le sentiment direct de ce qui fait 
I'unite d'un raisonnement. de cc (jui en fait pour ainsi dire I'ame et 
la vie inlime. 

Causez avec M. Hermite ; jamais il n'evoquera une image sensible, 
et pourtant vous vous apercevrez bientfit que les entiles les plus 
abstraites sont pour lui comme des ctres vivants. 11 ne les voit pas, 
mais il sent qu'elles lie sont pas un assemblage artificiel, et qu'clles 
ont je ne sais quel principe d'unite interne. 

Mais, dira-t-on, c'est Ik encore de rintuition. Conclurons-nous 
que la distinction faite au debut n'etait qu'une apparence, qu'il n'y 
a qu'une sorte d'esprits et que tons les mathematiciens sont des 
intuitifs, du moins ceux qui sont capables d'invenler'? 

Non, notre distinction correspond k quelque chose de reel. J'ai 
dit plus liaut qu'ily a plusieurs especes d'intuition. J'ai dit combien 
I'intuition du nombre pur, celle d'oii pent sortir I'induction mathe- 
matique rigoui'euse, differe de I'intuition sensible dont I'lmagination 
proprement dite fait tous les frais. 

L'abime qui les separe est-il moins profond qu'il ne parait d'abord? 
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II. POINCAHG. DU ROLE DE l'iNTUITIOIV ET DE LA. LOdlQUE EK 31ATHE MAT! Q LIES. 129 

Reconnaitrait-on avec un peu d'attention que cette intuilion pure 
elle-meme ne saurail se passer du sccours des sens? C'est la raffaire 
du psychologue ct. du metaphysicien eL je ne discuterai pas cette 
question. 

Mais il suffit que la chose soit douteuse pour que je sois en droit 
de recounaltre et d'affirmer une divergence essentielJe entre les deux 
series d'intuition ; elles n'ont pas le meme objet et semblent mettre 
en jeu deux facultes differentes de notre ftme; on dirait de deux 
projecteurs braqufe sur deux mondes etrangers I'un i Tautre. 

C'est I'intuition du nombre pur, celle des formes logiques pures 
qui eclaire et dirige ceux que nous avons appeles analystes. 

C'est elle qui leur permet non seulement do demontrer, mais 
encore d'inventer. C'est par elle qu'ilsapereoivent d'un coup d'ceil 
le plan general d'un edifice logique, et cela sans que les sens 
paraissent intervenir. 

En rejetant le secours de rimaginatioii, qui, nous I'avons vu, n'est 
pas toujours infaillible, ils peuvent avancer sans ci'ainte dc se trom- 
per, Heureux done ceux qui peuvent se passer de cet appui! Nous 
devons les admirer, mais combien ils sont rares! 

Pariai les analystes, ii y aura done des inventcurs, mais il y en 
aura peu. 

La plupart d'entre nous, s'ils vouiaient voir de loin par la seule 
intuition pure, se senliraient bientdt pris de vertig-e. Leur faiblesse 
a besoin d'un bfiton plus solide et, malgre les exceptions dont nous 
venons de parler, il n'en reste pas moins vrai que Tintuition sensible 
est en Matbcmatiques I'instrumenl le plus ordinaire de Tinvention, 
A propos des dernieres reflexions que je viens de faire, une ques- 
tion se pose que je n'ai le temps, ni de resoudre, ni meme d'enoncer 
avec les d^veloppemcnts qu'elle comporterait. 

Y a-t-il lieu de fairc une nouvelle coupure el de distinguer parmi 
les analystes ceux qui se servent surloul de cette intuition pure et 
ceux qui se preoccupent d'abord de la logique formelle? 

M. Hermile, par exemple, que je citais tout a Theure, ne pent 
etre classeparnii les geometres qui font usage del'intailion sensible; 
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mais il n'est pas noii plus un logicien proprement dit. II ne cache 
pas sa repulsion pour fes precedes purement deductifs qui parLent 
du general pour aller au particuiier. 

Je ne puis que soumettre ce nouveau sujet a vos meditations ; car 
I'heure nous presse, et cette conference est deja trop longue. 
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UNE PAGE DE LA VIE DE WEIERSTUASS, 

EUUIT D'UNE GOllNDMCmOiV PLUS bTliA'DllE, 
Par M. G. MITTArr-LEFFLER ( Siockhooi). 



La funeste annee 1870, qui causa a deux grands peuples tant de 
deuils et de larmes, mais qui souleva en mcme temps et surexcita les 
passions patriotiques, avail bouleversc les tranquilles habitudes du 
grand analyste des bords de la Spree. Weierstrass etait alors en 
passe d'etre considere, tant en Allemagne qu'i I'^tranger meme, 
conime le savant qui avait su penetrer mieux qu'aucun de ses 
contemporains les enigmes les plus cachees de I'Analyse. Trois ans 
plus tard, je vins k Paris suivre le cours d'Hermite ; je n'oublierai 
jamais la stupefaction que j'eprouvai aux premiers mots qu'il 
m'adressa : « Vous avez fait erreur, Monsieur, me dit-il ; vous auriez 
dii suivre les cours de Weierstrass a Berlin. C'est notre maitre a 
tons. » Hermite etait Frangais et patriote ; j'appris du meme coup 
a quel degre aussi il etail matheinaticien. 

Weierstrass avait dd renoncer k son voyage d'6te habituel. I! le 
deplore dans une lettre a Konigsberger du 25 octobre 1870 : 

HofFenllicb ( ' ) wird das kommende Jahrnns friedfenfgen Leuten wenig- 
stens den ungestiirten Genuss unsererFerien gewahren, denen. wir nacli 
der Aufregiing der Gegenwart doppett benilthigL sein werdeo, 

II n'avait commence ses conferences sur les foncLions elliptiques 



(') EsperoQS que, Vsinnie prochs 
Eiu moins profitCL- sen; r.rouble des 
apres I'agitation actiielle. 
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lil SECONBE PABTIE. — COtiFERENCBS ET COIIMD NIC AXIOMS. 

que devant vingt audileurs seulement, alors que, deux ans aupara- 
vant, la meme conference en avait reuni cinquante. 

Um (') so schwerer trifTt es iins, dass Aer bis jetzt iinbeugsamc Wille 
des liolien Senats nns Dicht elnmal den Ersatz giiiineii mag, der uns 
aus Ihren Hiinden in der Person Ihres bislierigen weiblicben Zuhorers 
gebolen wird, nnd mit den richligen Gewiclits-Coefficienten verseliCD, 
vielleicbt ein recht werthvolier sein mdcbte. 

Sophie Kowalevski avalt ete, depuis le printemps de iSQij, 
I'eleve de Konigsberger a Heidelberg, mais elle avail en ra^mc 
temps ecouLe les lemons de Helmholtz et de Kirchhoif et aussi fait 
connaissance avec Bunsen, Avant meine d'avoir vingt ans revolus, 
elle s'etait vue transportee dans cette vie intellectuelle et elevee qui 
avait fascine ses rfives de jeune lille. Les legons du disciple (KOnigs- 
berger est bien en effet un des premiers disciples de Weierstrass) 
lui avaient inspire le desir d'aller s'asseoir aux pieds du maitre lui- 
m^me pour recueillir le savoir de ses propres levres. Si Weierstrass 
a eu plus d'un disciple qu'il a su enflammer par son enseignement, 
par sa personne meme, nul n'apporta en I'approcbant un si ardent 
enthousiasmc, une attention aussi forlement tendue que Sophie 
Kowalevski. 

Or, elle avait vingt ans, et, bien qu'clie appartint a une famille 
de graude noblesse ayant un grand train de vie, elle n'avait guerc 
plus I'habitude du monde qu'une simple ecoliere, car I'eclat de sa 
sceur ainee, de son Anjuta ador^e, I'avail toujours fait placer dans 
I'ombre. C'est avec modestie et non sans emotion qu'elle s'appro- 
chait de i'homme qui i^tait a ses yeux le plus grand savant de notre 
epoque et qu'elle avait r6solu d'avoir pour maitre dans la science 
des sciences. Elle apportait a sa resolution cette force de volonte 
qu'elle deployait d'une facon si eclatante aux moments critiques de 
sa vie. Elle en avait donne une preuve quelques annees auparavant, 

(I) Ge qui nous est d'autanl plus penible, c'est que Je haut Consistoiie acacle- 
mique, jusqu'ici inflexible, nous refuse encore la compensation qui s'offre a nous de 
voire part, dans la personne de la dame qui a ete jusqu'a present voire auditrice; 
cette compensation affectee tie son veritable coefficient d'inHuenco auraft pu avoir 
peut-etre une valeur considerable. 
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lors de son manage, par la maniere memedont elle I'avaiL conclu. 
Comment etait Sonja (c'esLle nom que lui donnerent toujonrs ses 
amis depuis ses annees d'etudes) i cetle epoque ? Nous pouvons nous 
en faire une idee par une lettre d'une de ses tanles ecrite deux ans_ 
auparavant, le 28 septembrc 1868, et ou Ton trouveune description 
de ses noces : 

..,und(') ziiletztersciiien Sonja, frisch, gliicksLrahlend imd hiibscli, wle 
man sich eine Brant nur wiinschen kann. In Lisa's (^) Zimmer wnrde die 
Braotloilette vorgenommen : ein einfacher Anzug, in welchem sie aber 
reizend anssah. Ihreschonen Haarefieleiiin langen Locken auf den Nackeii 
herab ; ein K-ranz von Mjrlhen und Orangebliilhen war auf dem langen 
TulUchleier befestigt. Kein einziges Schmucksluck, niclils von Auspntz, 
aber ein so grosser Liebreiz, dass alle Anwesenden erklarten, niemalseine 
so llebliche Brant gesehen zu haben, tier sLrahlende Ansdruck verliess 
siewSbrendderganzenHandlimgauf keinen Angenblick, aber es war nicbt 
der Ansdruck einer oberdachlichen Begong sondern die tiefe Ueberzou- 
giing des wahren Gliickes. 

Si avec tout le reste de la famille a I'exception d'Anjuta, qui 
avait ete du complot, la tante lisait k tort dans « Texpression 
radieuse » de Sonja le bonheur d'un amour naissant, elle ne sc 
trorapait pas en interpretant cette expression comma le reflet, non 
pas d'un sentiment fugitif, mais d'une intime conviction de vrai 
bonheur, 

TelsetaienL Tetald'amc ctlaphysiooomie de Sonja au moment oil 
elle s'engageait dans ce pseudo-mar iage dont 1« seul objet etait a 
ses yeux de lui ouvrir toutes grandes les portes de la science des 



(') , , .et enfin parul Sonja, fraiclie, rayonnant de bonheur et aussi jolie qi 
peut souhaiter une fiancee. Dans ia chambre de Lisa elle revStit sa robe de mai 
une toilette simple, mais dans laquelie elle ^tait ravissanie. Ses beaux cliev 
tombaient en longues boucles sur sa nuque, et sur le long voile de lulle e 
(ix^e une couronne de myrtes et de fleurs d'oranger. Pas un seul bijou, ni 
parures, mais tanl de grSce que tout le monde dfeclarait n'avoir jamais vu si aim. 
fiancee. A aucun instant de la c^reinonie elle ne perdit son expression radieuse 
ce n'etail pas I'expression d'un sentiment superficiel, mais I'inti 
vrai bonheur. 

(') Lisa etait la mSre. 
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nombres ct dc Tcspace. On se represente aisement d'apres cela ce 
que fut sa premiere entrevue avec Weierstrass. EUe se presenta le 
visage recouvert par un grand chapeau rabattu, afin de cacher la 
timidile de ses ■vingt ans el I'emotion que lui causait cette epreuve 
qui, 'd ses yeux, devait decider de son avenir. Weierstrass ne vit rleii 
de ces yeux merveilleux 'd Teloquence desquels nui, quand elle te 
voulut, n'a pu resister. II raconte lui-meme deux ou trois ans plus 
lard, a la suite d'une visite a Heidelberg, comment Bunsen, le vieux 
celibataire endurci, lui aurait dit, sans savoir qu'elle etait son eleve, 
que Sonjaetait « eine gefabrliche Frau {')». Bunsen aurail ajoule, li 
I'appui de son dire, qu'il s^etait promis de ne jamais admettre de 
femme dans son laboratoire, et surtout une fenime russe; mais 
Sonja etait venue le trouver « und hatle ihn so allerliebst gebeten, 
dass er nicht habe widerstelien konnen und seinem Vorsatze unge- 
treu geworden sei (^) » ; il avail alors accorde k une de ses amies et 
compatriotes le privilege demande, II circulait a ce moment des 
bruits de toutes sorles, et non des plus avanlageux, sur le compte des 
etudiantes russes qui avaient leur principale residence a Zurich, et 
Weierstrass n'^tait guere predispose en faveur d'une eleve qui appar- 
tenait peut-etre a cette categoric tant d^criee. II ne parait pas avoir 
eu le moindre pressentiment que Sonja dftt etre un jour le plus cher 
de ses disciples, celui qui s'approcherait de iui plus qu'aucun 
autre. II demande a KOnigsberger son opinion sur les aptitudes de 
I'etrang^re aux etudes mathematiques approfondies et s'inquiete 
egalement si n die Personlichkeit der Dame die erforderlichen 
Garantieen bielet (°) »• Mais toutefois il se declare decide, encas de 
reponse favorable, 4 poser de nouveau, devant le Consisloire acade- 
mique, la question de I'acces de M™* Kowalevski aux conferences 
de Mathematiques. Le haut Consisloire demeurainebranlable, et ce 
n'est que bien des annd'es plus tard, quand Sonja etait deja profcs- 

{ ') Une femme dangereuae. 

(5J Et I'avait si genUment pvie qu'il n'avaii. pu. icsisltr et avail die infiiltlc a sa 

{') La persoiinaliie de la dame offre les gavaii 
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seu!' a I'Universite de Stockholm, qu'elle finit par obtenir, au cours 
d'uiio visite faite k Berlin en temps de vacances, d'assister a quel- 
ques legons de Weierstrass. 

Ccpendant aux deraandes qu'il s'ctait vu adresser, Konigsberger 
repondit d'une maniere plus que satisfaisante . M""' Kowalevski 
reitera ses visites chez Weierstrass, fuL moins timide et renon^a au 
cliapeau rabaltu. Elle avail appris Ics fonctions elliptiques au cours 
de Konigsberger; Weierstrass lui remit un cahier de ses conferences 
surles fonctions hyperelUptiques, li fut si satisfait de la capacite el 
fic la penetration qu'elle deploya, qu'il s'ofFrit a lui fairc, ii titre 
prive, le m6mc cours qu'il professait a I'LIniversite. 

Elle allait regulierement chez lui tons les dimanclics, I'apres-midi, 
cL Weierstrass lui rendait sa visite chaque semaine. 

Get cnseignement se continua de I'automne iS'yo a I'automne 
1874- Weierstrass etait souvent erapeche par suite de refroidisse- 
ments frequents, et en outre Sonja et lui s'absentaient pendant les 
vacances. 

C'est k ces circonstances que Ton doit une serie de lettres de 
Weierstrass a Sonja; il n'y en a pas moins de quarantc et une, la 
premifere datee du 1 1 mars 1871, la derniere du 18 aout iS<j^. S'i) 
en est dans le nombre qui ont un interfet scientifique, elles ont 
cependant avant tout I'importancc de documents biographiques. 
On voit les relations se resserrer de plus en plus entrc le maitre et 
Televe, et Sonja iinir par jouer un role considerable dans la vie 
de Weierstrass. Quand elle eutquitte Berlin dans I'automne de 1874, 
ia corrcspondance continua a intervalles plus ou moins longs pen- 
dant le reste de ses jours. La derniere lettre de Weierstrass est datee 
du 5 feviier 1890. Cette partie de leur correspond an ce comprend 
trente-sept lettres, dont un certain nombre ont une grande impor- 
tance scientifique. De longtemps cependant on ne saurait les 
publier integralement, plus d'une opinion et plus d'un jugement y 
ctant formules sur le compte de personncs encore vivantes. Quant 
atix lettres de Sopbie Kowalevski a Weierstrass, il les brfda toutes 
aprcs sa mort, ainsi que la plupart des autrcs lettres qu'il avait 
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rcQucs, et probablement aiissi plus d'un manuscrit mathemaLique. 
Aprcs la mort de Sophie Kowalevski, Weierstrass sut que ses 
lettres ctaient entre mes mains el ne fit aucune objection. J'avais 
cependaiit declare ne "vouloir lire ces lettres (je connaissais deja 
une partie de cetles de la derniere epoqne par Sonja elle-meme) 
que dans le cas ou je survivrais i Weierstrass. C'est pourquoi 
cette correspon dance n'a pas ete mise a la disposition d'Anne- 
Charlotte Leffler, et par la s'explique le peu de place qu'elle donne 
dans sa biographic aux relations de Sonja avec Weierstrass. Elle ne 
put en effet ni montrer I'influence capitale de ces relations sur la 
vie de I'heroine, ni donner une idee exacte de la valeur mathema- 
tique de Sonja. 

Je n'entrerai pas ici dans une analyse approfondie de toutes ces 
lettres. Je reserve cette besogne pour une autre occasion, mais je 
me permettrai de lire quelques extraits qui sont d'un interet tout 
special tant au point de vue scientifique qu'au point de vue de la 
biographie de Weierstrass. 

6 Mai 18^4 (')■ — '" Belreff (les ain Sonntag bes|iroohcnen Gegen- 
standes kann ich dir jetzt Folgendes miltlieilen. 

Es sei ). cine reelle Veranderliche und /(5,) eine FuncUoii derselbco, 
welclie nur folgenden Bedingitngen nnterworfen ist ; 

1° Sie soli bei endlichen Werihen von \, d. h 
zwischen zwei beliebigen endlichen Gi 
unendlich gross werdcn ; 

2" Sie.kann an beliebig vieien, aiich an 



X,, Xn einscldiesst, nicht 



oder uiibestiramt s 



, abe 



dUch vieien Stellen iinstelig 
der Art, dass das Integral ['"' f{\)dri.. 



(•) 6 Mai 1874. — Relativemeiit au siijel clisciito diraanche, je puis maintenaiU 
le faire part de ce qui suit : 

Soil i'une variable reelle el /(>) une tonction de cette variable, assujettie 
seulement aux conditions suivantes ; 

1° Puuv des yaleurs fifties de \, c'est-a-dire qaand on tait varier cette grandeur 
entre deux limites fiaies arbitraires X,, Xj, elle ne peul devenir infinie. 

a" Elle peut Stre discontinue ou indeterminee pour un nombre quelconque de 



^alei 



:t m€me p 



e infinite, mais de telle aorte que I'integrale / /(X) dX 
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iinler Zugriindelegiing cler Riemann'schen Erkliirung elnen Sinn hat. 
(S. R's Abhandluiig iiber dieFourier'sche Reilie), 

3° Wenn 1 sich den Grenzen — -», +<» niihert, so brauclit/(A) nicht 
cndllcli /.ii bloiben, muss aber so bescbalTeD sein, dass 

Log] fO)} 

r- 

fiir ). = + covei-,cbwlndct. (Dasist/- B. dor Fall, wenn /().) unendllcli 
viird wie eine positive I'otenz von >, odor wie l'"", wo %, ^ positive Grijs- 
sen und p <; 2.) 

Alsdann gill folgender Sat?.. Es seien 11, t", iv complexe Veriinderllcbc 
von denen die erste der Redingung unterwofen Isr, dass ibr reejier Theil 
stets positiv sein soil; so hal das Integral 



/:-/(.., 



bei endlicheii Werlbeii von a, r, (v stels einen bestimmten ebenfalls end- 
lichen Werth, nnd isleine regiildre Function von «, i>,w. Dieselbekann 
also, wenn ;/, c', H"' irgend ein System bestlmmler Werthe von m, c, w ist, 
nocb ganzeo positiven Potenzen von u — u\ v — c', (v — tv', in eine Reibe 
entwickell werden, welcbe slets convergirl, wenn u so nabe beJ u' 

ait un sens, dans I'intei-pietation de l^iemann (voir le Mimoire <le Riemana Sur 
la sirie de Fourier). 

3° Si X lend vers les liaiitcs — «, -i-=c, /(I) ne reste pas necessairemeni finie, 
raais doit etre telle que 

s'annule poui- 1 —-\-(s . [C'est, par exemple, le cas qiiand/(X) augmente indijrmi- 
meni de la mSme mani^re qu'une puissance positive de ),, ou comme e^'- , a 
el p ^tant positifs et p < 1]. 

On a alors le theoreme suivanl : i< Soieiii u, v, w des variables complexes dont la 
premiere est assujettie k ce que sa parlie reelle teste c 

"* /(i)«-'»"*-'*"i<ft 



£" 



lors pour dcs valeurs finies de ii,v, w unevaleur bien deierminee et e^alemenl 
e. et ellft est une fonction, regtili&re de u, c, w. Si u\ p', «■' designem un sys- 
le quelconque de valeurs determinees de u, t>, tv, elle peut 6tre d^veloppee en 
!e suivanl les puissances entiftres el positives de b — it', i' — v', w — if', cettc 
e ctant toujoui'i^ convcrgcntc, si it est assez voisin de u' pour que toutes Ifls 
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angenommen wird, dass iQ alien andern Werthen dieser Grfjssc, die 
denselben Abstand von «' haben, der reelle Theil posiiiv Isl. 
Diese Reihe wird fenier erhalten, wenn man 

/(),)«-"'''+'■'■ + "' 

nach Polenzeiivoii u — li , v^v', w — w' enUvickell and dnrauf jeden 
Coefficienten der so enlstehenden Reihe von —x bis +co inlegriri. 
Dieser Satz angewandt anf das Integral 

Ichrt, dass dasselbe, wenn die Gnisse t der Bediiigung unlerworfen wird, 
dass ihr reeller Theil stels positiv sei (also aiich der von -1, waLrend x 
imbeschrankl vcraiidcrlicb ist, in eine bestandig converglrende Rcilie 
von der Form 

, wo :^„(0, ?.(')»■■■' I'egiilareFuncUonco von / 



valours tic ccttii quaalitt, liont !a difference avec u' a It nifime module, a 
leur parcie reelle positive. 
n De plus, cette serie s'obtient en developpant 

suivant les puissances de u — u, i> — i 

('( -t- oo chaque coefficient de la serie a 

11 Ce ih^orfiine, applique a rintegrale 



; le fait suivant: si la quantile ( est soumise a la condition que sa part 

ion, cette integralc peut fitre developpee en une serie uniforraeQieni coi 
le, de la forme 






oil ^„(0, fiCO, ■ 
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G. SllTTAG-LEI'TLEK. — UNE PAGE HE LA VIE Dli WJillillSTIiASS. 1^9 

siiid. Es geniigt fcrner ff{.r, t) der Differentialgleictiung 

m dem gaiizcn Bereick (x, /), fiir welchen die FunctioQ definiit ist. 

,Oer Beweis der aufgeslelUen Satzes isl sehr elnfach; aiich lassi sich 
cin viel allgemeinerer begriinden, der zeigt, wie aus ganz willkuflicheii 
FuncLionen eiiier reellen Veriinderlichen analytische Funclionen com- 
|ilexer Gfijsseii abgeleiiet werden kcinnen, Ueber alles dies und manches 
daran sicli IciiLipfende mundlich Weiteres und Naheres. 

Du siebst, theuerste Sonia, wie deine Dir so einfacb scheinende 
Bemerkung iiber die Eigenihiimlichkeit partieller Differentialgleicliun- 
gen, dass eine unendliclie Reibe, welche einer solcben D. Q\. formell 
geniigen kann, obnedocb fiir irgend welche Werthsysteme ihrer Veran- 
derlichen zii convergiren, fiir micb der Ansgang von Untersuchiingen, 
die viel Interessantes baben imd mancbe Anfklariing verschafTen 
geworden ist. Icb wunscbe, dass meine Schulerin aiif diese Weis, 
lortfahren moge, Ihrem Lehrer und Freund Ihren Dank zii bethaiigen. 

Quelquefois des envieux. ont essaye de faire croire que Sonja, 
en redigeant sa Thise de doctoral, n'avait pas ete aussiindependantc 
qu'elle aurait dfl I'etre, et qu'elle devait a Weierstrass plus qu'cUc 
n'avouait elle-meme, 

Les propres paroles du Mai Ire nous soul aujourd'hui unc preuve 
du contraire. 



ii I'equation dilTei-eiuielle 

dt ~ dx^ 

ilans tout le doraainc (a;, () pour lequcl la fonclion est definie. » 

La demonstration du theorSme 6nonc^ est tr^s simple; on peut mSrae en etablir 
un beaucoup plus general, ([ui moiitre comment on peut, de fonclions lout k fait 
arbitraires d'une variable r^elle, deduire des fonctions analytiques de grandeurs 
complexes. De tout cela el de beaucoup d'auties cboses qui s'y rattacbent, nous 
causerons prochainement. 

Tu vols, tres cbere Sonta, comment ta vemarque, qui te paraissait si simple, sur 
la propriete d'eqoalions aux d6riv6es panielles d'etre satisfaites formellement 
par une 36rie infinie, sans que celle~ci converge pour aocun sjstfime de valeiirs 
de ses variables, est devenue pour moi le point de depart de recbercbes qui ont 
beaucoup d'interiit et espliquenl bien des cboses. Je soubaite que mon eleve con- 
tinue de cette maiiieie a tcmoignEr scs lemercimcuts a son maltre el ami. 
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l4o SECONDE PARTIE. — CONFKREXCES ET COMMUNICATIONS. 

La demonstration que I'equation diiferentielle 

dt d^^ 

est satisfaite formeUemeiit par unc seria dc puissances qui nc con- 
verge pour aucun systeme de valeurs des variables indepcndantes 
etait une des parties les plus originales de la These et etail k cette 
epoque une d^couverte de haute importance. 

(jMai 18740. — Einekielne Aiifgabe. Diep. D. Gl. 

hat ein parliculares Integral 

wo)^, a, V willkiirliche Conslanlen bezeiclinen, iind F( m) der DifF. Gl. 

gewiigen muss. Welches ist die allgemelne TjiisLing dieser Gleiclmng ? 
Fiir 



(1) 9 Mai, 1874. — Uii petit pi-obleme. L'equalion aux dei'ivees parlielle^ 

a une integrale pai'ticuliere 

oil )., |A, V (lesignent des constantes arbitraires, et F(k) une solution (ie Tequ; 
dificreiUielle 

Quelle est la solution generale de ctlte equation? 
Poiiv 
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Wenn aber/{).) fiir uneiidlich grosse Werthe von ). in starkerem Maasse 
(inendlich wird, wie die Function 



bei bclicbig kleiner Gonslanle c, so liaL der vorsLehende Aiisdrnnk kcinen 
Sinn. Bekommt man vielleicht in dieseni Falie durch Anwendung einer 
allgemeinen Function F(m), die der aufgeslellten D. Gl. bei anderen 
Werlhen der ConsLanten genugt, eioen brauchbaren Ausdruck? Oder ist 
diewillkurlicl)eFimclion/ic'/A(ve«i5?i^andieBeschrankunggebunden,dass 

Logl/Oll „ ^ 
J,' 
nerdcn muss fiir '/. = ztx.? 



ct dc I'inlcgrale pavlici 


I lie re 






on dcdull la generale 






-r^F 


Mais si, pour dcb valeu 


re infinio de J, /(: 


fonction 





ciii c esc line constante aussi petite que Ton veul, I'espression precedente n'a plus 

aucun sens. Peut-fiire, dans ce cas, en eiaplojant une fonction generale F(i() 

iatistaisant a I'eqoation differentielle ecrite plus haut, pour d'autres yaieurs des 

., peut-on parvenir a ULie espression utilisabfe? Ou bien la fonction arbi- 

e est-elle n^cessaireme nt assajtltie a la restriction quo pour X = ± «j , I'oli ait 

I05 !/('■) _ „, 
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l42 SECO>DE PARTiE. ~ CONL'EnENCES ET CO 

II convient de rapprocher fie ces lettres le passage suivant qui se 
trouve dans une lettre a Sonja du 2^ decenibre i883, et oii Weier- 
slrass lui donne certains conseils relativement a un cours projele par 
elle sur les Equations differentieiles partieiles : 

Dagegen (' ) wiirde icli Dir sehr anrathen, einige partielle D. Gl. aus 
dem Gebiete der math. Physik ausfuhrlicher zu beliaudeln, obwolil deren 
Integration mit dem ersten Tlieil Deiner Vorlesung kauni etwas gemein 
hat. In Riemann's und Dirlcblet's Vorlesimgen fiiidesl Da Beisiiifilc. 
NamentUcli isl von grossem Tnteresse die Gl. 

di ~ " J^' 
Wenn inann annimmtj dass fiir 

'--> ■■?-/(^) 
gegeben sei, so kann f{x) eine ganz willkiirliche, niir inlegrabele Func- 
tion sein, und dann wird 's{t, x) fiir jeden posiliven Werlh von ( eine 
analjtische Function von x, liissl sich aber nicli fiir negative Werlhe 
von t definiren, wobei an die Eigenthiimlichlteit dieser D. Gl. , welche Dii 
in Deiner Dissertation bemerkt hast, erinnert werden kann. Der enorme 
Untcrschied in dem Charakter der beiden iiiisserlich so veivvandten D. Gl. 



ist sehr fiappanl und belehrend. 

(I) Par contre, je te conseillerai vivement de liaiter dc quclques equations au"i 
d^rivies pailielies du domaine de la Physique mathematiqoe, bieu que leur inte- 
gration ait peu dp, rapports avec la premiere partie de ton cours. Dans les lecons 
de Rieioann et de Dirichlet tu trouverasdes exemples. En particulier requaCion 



est d'un grand inici'il. 
Si i'on suppose que pour 

soil donnee, J{x) pent Stre une function tout k fail arbitraire. seulement assujettie 
a la condition d'Stre integrable, et alors, pour toute valeur posillve de t, <f(t,cc) 
de^nt une fonetion analytique de x; mais elle ne peut se defiiiir pour les valeurs 
negatives de t, et Ton peut rappeler ici la propriele de celle equation diffSrentielle 
que tu as remarquee dans la these. L'enorme difference des caracteres des deux 
equations differentieiles 

si analogues en apparencc, est tres frappantc et Ires insti'uctive. 
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II faut comparer encore la derniere partie du Memoire de Weier- 
strass : Ueber die analytische Darstellbarkeit sogenannter will- 
kilvlicher Funcdonen einer reellen Verdnderlicken. Zvveite Mit- 
iheilung. (Math, und Naturw. Miiih. aus den Sitzungsb. der 
KdniglPreuss. Akad. der Wiss. zu Berlin. i885, 3ojuli.) 

23 October 1875 ('). — Ich habe einen sclionen Salz, der ganz ailge- 
iiieicL fiir die Ziiriicltfiihrbarkeit eines Integrals von bellebigen Range auf 
eina von niedrigerem Bang'e eln noih wendiges und liinreichendos Krile- 
rium ausspricht. 

10 Augusti 1878 (^). — Meine eigentlichenUnlersnchnngenangehend, 
sohaben die iiber die 2n-fachpei'iodischenrunctionen,oderbessergesagt, 
die Systeme von n Fnnctionen ebenso vieler Argnmenie, fur die ein alge- 
braJsches Additionstheorem b^siehl, endlich einen Abscblnss gefiinden, 
der micb befriedigt, so dass ich jetzt mit der Veroffenllichung vorgebn 
vverde, Ich muss dabei I'reilich ziemlioh mil dem Ende anfangen, ans 
aussern Griinden, weil man namlich audi in Frankreich jetzt anfangl, 
sich mit den peiiodiscben Fnnctionen mebrerer Veranderlicben zu 
heschaftigen. Der Beweis dafur, dass alle eindeutigen Funclionen von n 
Veranderlicben, wenn sie bei endlichen Werthen ihrer Argumente wic 
rationale Functionen sich verhallen und in von einander uoabbangige 
Perioden-Systeme besitzen, sich durch Functionen ausdriicken lassen, 
hoffe ich nocb in diesen Ferien driickferlig machen zu konnen. Fur das 
Uebrige habe iub umfangreiche Aiisarbeitungen in meinem Besitze. 



(1) 23 Octobre 1875. — J'ai un heaii thcor^me, qui donne d'une mani^re lout ii 
fait generale les conditions necessaires el sufflsantes de r^duclion d'une intigrale 
de rang quelconque ci une autre de rang inferieur. 

(') i5 AoAt }%■)&. — En ce qui concerne mes recherches personnelles, j'ai eafia 
termini d'une mani^re satisfaisante oelles qui concernent les fonctions i a/t pe- 
riodes, ou, pour mieu\ dire, les sysiemes de n fonctions du mSme nombre 11 
d'argumenis, pour lesquelles esiste un iheov^me algebrique d'addition, de sorte que 
je vais pouvoir m'occuper maintenant de leur publication. A vrai dire, je suis oblige 
de commencer presque par la fin, pour des motifs etrangers au sujet, parce que 
Ton commence aussi en France a s'occuper maintenant des foncticns pSriodiques 
de plusieurs variables. Pour la possibilile d'exprimer par des fonctions & loutea les 
fonctions uniformes de n variables qui se comportent comme des fonctions ration- 
nelles pour des valeurs finies de leurs arguments el qui possfident aresyst^mes inde- 
pendanls de p^riodes, j'espere que je pourrai encore en livrer la demonstration a 
I 'impression pendant ces vacances. Pour le resie, j'ai deja en ma posses.sion de volu- 
mineuses r^daclions. 
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Ces voluminouses redacLions ont toutes disparu. En revanche 
il se trouve dans le troisienie volume des OEuvres de Weierstrass une 
preuve du Lheoreme : 

Jede (') eindeulige Function von n Argumenien, welche bei endlichen 
Wenhen der lelztern den Charakter einer rationalen Function besilzl 
und ZHgleich 2 «-fach periodiscli ist, entspringl in der beschriebenen 
Weise (dans nne inlroduction au Iraile) aus einer © Function derselben 
Veranderlichen. 

11 est intercssant de comparer cette communication avec le 
piiBsase suivant qui se trouve dans une leltre de Sophie KowalevsJti 
amoi-mfeme du 8 Janvier iSf^i ; 

Je commencerai ma leltre aujoiird'hui par vous parler de M. Weier- 
strass. J'ai en le plaisir de le trouver en bonne sanie, niais accable 
d'onvrageqni, k mes jens dn moins, aarait lout aussi bien pu etre rempli 
par quelqae nialhematicien plus jeune, dont le lemps n'est pas encore 
aussi pr^cienx. Son Coiifs, qn'il lit maintenaot lous les jours, et devant 
un andiloire de dens cent cinquante personnes, la revision de I'edition 
des CEuvres de Jacob! et de Steiner, les differenls Academie-Seaats- 
Facnllalssiunngen el aulres remplissent sa journ^e au point de Ini rendre 
la terminaison de sfes propres recbercbes presque impossible, snrtoiit en 
vne de son Jge deja assez avanc^ et de sa saute, qui ne lui permet 
pas de se fatiguer impiin^ment. Je ne comprends vraiment pas comment 
les aulres mathematiciens de Berlin ne parviennent pas a faire com- 
prendre au minislre combien il serait neceasaire de d^Hvrer M. Weier- 
strass, pour un temps du moins, de toute occupation ext^rieure et de lui 
assurer les moyens de se livrer pendant une ann^e esclnsivementfi la 
publication de ses CEuvres. Sons ce rapporl aussi la mort de M. Bor- 
chardt est un bien grand malheiir, car c'^tait, je crois, le seul des amis 
influents de Weierstrass qui prenait vraiment a coeur ses int^rSts, qui 
sont anssi ecus de la Science. C est vraiment par irop regrettable que 
nous ne verrons peut-fitre jamais un expose complet de sa theorie des 
fonctions abeJiennes, car je trouve qii'un des plus grands merites de 
Weierstrass consisie justement dans I'unite de sa m^tbode et dans la 

(1) Toute tonction unifoicoe de n arguments, qui, pour les valeurs finies de 
ceux-ci, possede le earact^re d'une fonctioii rationnelle, el qui admet an pdriodes, 
se deduit, ainsi qu'il a ^te expose (dans une introduction au Traite), d'une fonclion 9 
des mSmes variables. 
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maoi^re aiissi nalurelle que logique dont il deduit toule la thcorie d'un 
seul Lh^oreme fondamentat et la presente vraiment comme iin tout 
organique ; et c'est jusiemeDt ce c6le-U de son g6nie qui se perd com- 
plfelemeot de viie a la publication de ses recherclies par fragmenis, 
comme il I'a fait jusqu'^ present, et qui n'est justement apprecie que par 
un petitnombre de ses ^l^ves. N'est-ce pas ^tonnant vraiment comme, S 
I'heure qii'il est, la thcorie des fonctions abeliennes avec toiites les parti- 
cnlariles de la m^thode qui lui sootpropres et qui en font justemenl une 
des plus belles branches de 1' Analyse, est encore peu etudi^e et pen com- 
prise partoul aitleurs qu'en Allemagne? J'ai ile vraimeat indignee en 
lisant, par exemple,le Traitd des fonctions abeliennes ps^rBcioi, qnijus- 
qu'a present ne mVtail pas tombe sous les jeiis. Peut-on exposer une 
aussi belle mati^re d'une maniere aussi aride et aussi peu profitable pour 
I'^tudiant? Je ne m'6tonne presque plus que nos math^maticiens russes, 
qui ne connaissent toute cette tli^orJe que par ie livre de Neumann et 
celui de Briot, professent une indifference aussi profonde pour l'6tude de 
ces fonctions. Me croirez-vous, par esemple, quand je vous dirai que j'ai 
en a soutenir, il y a peu de temps, une discussion tres vive centre plu- 
sieurs professeurs de Maih^malique de I'Universit^ de Moscou, qui pre- 
tendaient que les fooclions abeliennes ne s'etaient encore montfee's 
capables d'aucune application s^rieuse, et que toute cette ibeorie ^tail 
encore embrouill^e et aride au point d'etre tout i fait impropre a servir 
de sujet a un cours universitaire? 

1 1 April 1882 ('). — Hast du Notiz genoramen von den neuesten Ar- 
beiten Poincare's? Der ist jedenfalls ein bedeutendes mathematisches 
Talent, so wieiiberhaupt jelzl in Frankreich wieder eine junge Genera- 
tion von Ma them a li kern mit dem besten Erfolg bemiiht ist, auch auf dem 
Geblete der Analysis, deren einziger Vertreter, nachdeni Liouville sich 
von ihr abgewandt lialte, lange Zeit nur Hermite war, Eroberungen zu 
machen. Die von PoincarS in Anscliluss an Arbeiten von Fuchs, Schwarz 
nnd Klein begoiinenen Uotersuchungen werden jedenfalls zu ncuen 
analytischen Transcendenten fiihren, wenn er auch vielleicht jetzt nocli 



(I) 11 Avril iS^'i. — As-iu pris connaissance des derniers travaax de Poincar^? 
C'est S coup silr un talent math^maiique considerable; aussi bien, il y a mainte- 
nant en France une nouvelle generation de j'eunes mathematiciens qui s'efforcent 
avec Ie plus grand succ6s de (aire des conqufites dans le domaine de I'Analyse elle- 
m^me, doni le seul pionnier fut longtemps Hermite, depuis I'abaadon de Liouville_ 
Les Teclierches commeneees par Poincare, se ratcacbant aux travaux de Fuchs, 
Sch\yar?: et Klein, concluironl certain emcut 4 de nouvelles transcendanies analy- 
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nicht gaoi auf dem richtigen Wege ist. Es isE nur au beklagen, dass 
den jungen franzosischen Forschern die Akadeinie ein zu verlockendes 
Ziel isi. JedeWoche einen ArLikel in die Comptes rendiis za bringen, 
der wirklich Werlh hat, das isl doch uiimiig-lich. 

i4 Juni iSSi ('}■ — Mit den andera MaLematikern (•) wirst Du nun 
vvohl aiich in Verkehr ireten miissen, die jiingern, Appell, Picard, Poin- 
car^ werden Dich am meisten inieressiren. Poincar^ ist nach meiner 
Ansicht von alien der aur mathematischen Speculation berufenste, 
moge er nur sein ungewijhnlichcs Talent niclit zu sehr zersplittern und 
seine Unlersucbimgen reifen lassen. Die Tiieoreme liber algebraiscbe 
Gleicliungen zwischen zwei Vei-anderlicben nn diiber die linearen Difie- 
rentialglerchungen. mit algebraiscben Coefficienten, welche er in den 
Comptes rendus gegeben hat, sind wahrhaft imponiread ; sie erdffnen 
der Analvsis neae Wege, welche zu unerwarteten Resultalen fiihren 
werden. Gleichwohl bin ich der Ueberzeiigung, dass die neiie Beliand- 
Inngsweise der in Rede stehenden GleicKungen, in ihren Grandgedanken 
richtig, doch noch von verallgemeinerten, hohern Gesichtspunkten aiis 
wird nalernominen werden miissen. Geslatte mir, dies etwas genauer ans- 
aiifiihren. Wenn eine algebraiscbe Gleichung f{a:,y) =; o gegebeu ist, so 
saglPoincare, dass alie dleser Gleicbung befriedigende Wertbsjstemc xj 



tiques, mime s'il ii'esl pas encore maintenant tout k fail sur la voie exacie. II ii'y 
a qu'a regreller que I'Academie suit pour Jes jeunes savants frangais un but si 
sMuisant. Donner chaque seraaine dans les Comptes rendus un article qui ait une 
r^elle vajeur, c'est cependant impossible, 

(') r4 Juin 1882. — Ilfaudrabienaussi que tu entres niainleuant en rappoi'tavec 
les autres maili^maticieus (*); les jeunes, Appell, Picard, Poincare, t'inteiessemnt 
evtremement. Poincari est, selon moi, de lous le plus remarquablemeni doui^ pour 
les speculations malhematiques; puisse-l-il seulement ne pas irop Sparpiller son 
rare taleni et laisser mlirir ses recherches. Les tbeor^mes qu'il a donnes dans les 
Comptes rendus sur les relations aigebriques enlre deux variables et sur les equa- 
tions diff^rentielles lin^aires a coefficients aigebriques sont veritablement impo- 
sants; ils o«\Tent a I'Analyse de nouvelles voies qui conduiront a des resuliats 
iuattendus. 

Je suis neanmoins convaincu que ia noovelle maniere de trailer les relations en 
question, evade dans son point de depart, devra 6tre teniae en se placant encore 
a des points de vue plus generaus et plus Sieves. Permels-moi de m'expliquer d'une 
inani^re un peu plus precise. Etanl donni^e une relation algebriquey(^,^) = o, 
Poincar6 dit que tous les systemes de yaleurs x,j, lies par cette relation peuvent 

i qu'elle venait de faire la connaissaiice de 
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t bezeiciinen, deren Bereich ein bescliriinkier oder unbeschrankter sein 
kann. Diese Ftmciionen habon nun die Eigenschaft, dass sie unveuanderi 
bleiben, wenn fiir t gewisse lineare Functionen dei-selben Griisse gesetzt 
werden. Die Coefficienten der letalera aus den gegebenen Weriben der 
Coefficienieiii der Gl. f{^,y) zti best.immen, ist jedenfalls eine aiisserst 
sohwierige Aufgabe, die im A.llgemeinen auf iranscendente Gleichnngen 
coHiplicirtester Natur fdhren wird, Wenn die Coefficienlen ¥on/{a;,j) 
ralionaleoder algebraiscbe Funclionen von iinbeslimmen Grossen a, b, ... 
siiid, so wird olTenbar die vollstiindige Bestimmung von 'f («), '{'(-c) 
anders iind anders sich geslalten, jenacbdem jene willkiirlichen Gon- 
slanleii so oder so in der Gleicbung vorkommen, 

Verfolgt man diesen Gedanken so wird man notliwendig zii folgendei- 
Aafgabe gelangen : 

Es sei gegeben eine algebraiscbe Gleicbung zwischen n -+- i Verander- 
lichen a:, a;,, ...,.«„ mil ralionalen Zahl-Coefficienlen. Man soil versucben, 
aile diese Gleiohimg befriedigendenWertli-Sj'steme {a:,x,, ...,x„) in der 
Forrii 

3;=^Ul, ■■■,(»), ^'j^fiCi. -..,',0. ■■■, ^a^>^,.(tu ■.■,t,:) 

dergestalt darzustellen, dass a, a ,,..., '^h eindciitigc FanctLonen der noab- 

(5cre mis sous la forme 

a: = fii}, ^ = 1(0. 
a (t)tl<^ (t) d^signant desfonctions uniformes de la variable independante t, dont 
le doiiiaine peat Sire limitii ou illimite. Ges fonctions ont la propriete de rester 
Inall6r6es, si Von substltue k l certaines fonctions Jin^aires de t. Quant a deter- 
miner les coefiicicnls de ces dernieres au moyen c!es valeurs donn^es des coeffi- 
cients de rSqaalion f{s:,y)=o, c'est un probl^me e\lrSmement difficile, qui 
conduira en general a des equations transcendantes de la nature la plus compli- 
quee. Si les coefficients Ae /{s:,^') sont des fonctions rationnelles ou alg^briques de 
quantites indeterminees a,b, . . ., la determination complete de f (ic) et i|i(a:)s'effec- 
lueva evidemmeni par des procSd^s tout differents, selon la maniere doni ces 
consiantes arbilraires figurent dans Kquaiion. 

En poursaivant ees reflexions, on arrive n^cessairement au probleme suivant : 
Soit donnee une relation algebrique, entre n-i- i variables, x, x^, . . . , x,„ a coef- 
ficients numeriques ratioanels. Chercher a mettre tous les sjstemes de valeurs 
{j!,xy,...(E„) liiis par cetle relation sous la forme 

lie telle sorte que o, oi . . ., Ojiboient des fonctions uniformes des variables iridcpen ■ 
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Langigeii Veranderlichen (,, i^^ ••■j 'n sind. [Das katm z. B, ausgefiihrt 
werden, wenn die Gl.y^ =^(i — x^)(i — k^ sc^) gegeben ist indem man 
dann w,y, k diirch die Function &x (''i '^) auszudriicken im Stande ist]. 
Bei dieser Untersuchung wird man beslrebt sein miissen, uuter den alge- 
braischen GleJchungen diejenigen aiifzu finden, welclie man Mutterglet- 
chungennenneii kano, von denen jede einenbesondern Affect besitzt, und 
auf welche die ubrlgen ziiriickgefiihrt werden konnen. Znnachst aber wird 
es die Aufgabe sein, Fiinctionen mehrerer Ve ran der lichen zu bestimmen, 
welche ahnliche Eigenschaften haben, wie die von Poincarr^ (i fonclLons 
fucbsiennes » genannten, von denen die Quolienten der Functionen 
3x(fi! • - M '''I "m> i2''^!--f'TnH) '''* Funclionen der c und t angeselin ein 
Beispiel geben. Das sind sehr weitgehende Perspectiven, aber man muss 
sicli klar machen, welches die Endziele der von Poincare so glanzend 
begonnenen Untersuchungen nothwendig sein miissen. 

In BeirelT der P'schen Untersuchiingen iiber lineare Differentialglei- 
chungen gilt das Vorstehende selbslverslandlich in erhohtem Masse. 

27 August i883 ('). — Unler den allem Malhemalikern giebt es ver- 
schiedene Sorten von ftlenschen, ein irivialer Salz, der aber doch vieles 
erklart. Mein lieber Freund Kummer z. B. hat in der Zeit, wo er seine 
ganze Krafl an die Anffindiing der Beweise fiir die iioheren Reciprocitats- 
gesetze selzie, sich nicht und nachher, nachdem er sie daran erschopft, 

dantes (j, H..-, '«- [On y arrive par exemple, pour I'equation 

en mesure d'exprimer x, y, k an mojen de la fonction 3), (v, t)]. Dans celie 
recherche on devra s'efforcev de trouver, 'parmi les equations algebriques, celles 
qu'on peut appeler equations meres, dont chacune possMe un affect particulier, 
et auxqnelles 00 puisse ramener toutes les aoti'es. Mais le premier de toua les 
problemes sera de determiner des fonctions de plusieurs variables, ayant des pro- 
prietes analogues a celles que Poincare appelle /owc/tons fuchsiennes, el dont un 
exemple est fourni par les quotients des fonctions 5x(''i, vj. . ., v„, tu, ti^. . ., t„„) 
considerees comme fonctions des 1 et des t. Ce sout 1^ des perspectives tr^s eten- 
dues, mais on doit tScher de voir clairement quel doit elre uecessairement le hut 
final des recherclies si briliamment commencees par Poincare. 

Quant aux recherches de Poincare sur les equations different! el les lineaires, il 
est bien clair que ce qui precede s'y applique dans une mesure encore plus 6tendue, 

[}) 37 AoM r883, — Parmi les mathemaliciens les plus avancSs en age, il y a 
diverses categories de personnes ; proposition banale, il est vrai, mais qui explique 
bien des choses, Mon cher ami Kummer, par exemple, aussi bien k I'^poque oi il 
dSpensait toute son energie dans la recherche de demonstration dea lots de reci- 
procite superieures que plus tard, et mainteiiani qu'il I'a dpuisee sur ce sujet, ne 
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erslreclitiiichl mehr iim das, was aiif iTialliemal-ischen Gebiete gescliehen 
ist, g-ekiiiiimert; er verhalt sicli, wenn iiichl aLlehnend, doch gleichg:ultig 
dagegeii. Wenn Dii ihm sagst, die Euclid'sclie GeomeU'ie fiisse auf einem 
nnbewieseneo Gnmdsalze, so giebt er Dli' daszu; von dieser Einsicht 
ausgehend aber nunmehr die Frage so zu stellen : Wie geslaltel sicli 
denn die Geometric ohne dlesen Grundsalz? Das ist seiner Nalur zuwider, 
die daraiif gei-ichfeten Bemiihimgen und die daran sieh reihenden allge- 
meinen, von dem empirisch Gegebenen oder Aogenomraenen sicli los 
machenden Untersuchimgen siad ihtn miissige Speccilalionen oder gar 
ein Grauel. Kronecker ist anders, er macht sich mit allem Neiien rascli 
bekanat, sein leichles AurTassungsvermogen befahigl ihn dazii, aber es 
geschielit nicbt in eindringender Weise er besitzt niclil die Gabe, sich 
tnit einer giiten Tremden Arbeit mit dem gleichen wissenscliaflliehen 
Interesse wie mit einer eigenen Untersncbung zii beschaftigen, 

Dazn kommt ein Mangel, der sicb bei vielen hochst verstandigen 
Menscben, namentlich bei denen semitischen Slamracs findet, er besitzt 
nicht aiTSreichend Phantasie (Intuition mochte ich lieber sagen) und es 
ist wahr, ein Matbematiker, der nicht elwas Poet ist, wird nimmer ein 
vollkommener Matbematiker sein. Vergleiche sind iehrreich : Der allum- 
fassende auf das hdchsle, das Ideale geric)iEete Blick zelcbnet Abel vor 
Jacobi, Riemaiin vor alien scinen Zeitgeno^sen (Eisenstein, Rosenbain), 



se souciait et ne se soucie plus rraiment de ce qui ae passe dans les divers 
domaines matbematiques; ou bien il ne recuse, ou bien cela le laisse indilTereut. 
Si tu lui dis que la Geoinetrie euclidiemie repose sur un principe non demontrS, 
il te I'accorde; mais ators, quoique admettant ce point de vue, il r^pugne S sa 
nature de poser ainsi la question : Gominent se comporte alors la GSom^trie sans ee 
principe? Les cfforls dirigds dans ce sens et les recherches generales qui se sent 
succede en vue de s'affrancliir de donn^es empiriques ou d'axiomes sont pour lui 
des speculations oiseuses, voire mSme une abomination. Kronecker est tout autre ; 
il a vite fait de prendre connaissaoce de lout ce qui est nouveau, sa facile puissance 
de conception le rend apte k celle assimilation, mais cela n'a pas Heu d'une maniere 
profonde; il ne poss^de pas le don de s'occuper d'un travail fait par une autre 
personne avec le mSme inlerSt scienlifique que s'il s'agissail de ses propres 
recherches. 

A cela s'ajoute une imperfection qu'on rencontre chez beaucoup d'bommes 
estremement intelligents, notamment cbez ceux de race Semite; il n'a pas assez de 
fantaisie (je devrais plutSt dire d'intuition), et il est certain qu'un math^maticien 
qui n'est pas un peu poete ne sera jamais un matli^maticien complet. Les compa- 
raisons sont instructives; les vues d'ensemble embrassant tout et dirig^es vers les 
sommets les plus eleves, vers I'ideal, placent d'une maniere ^claiante Abel avant 
Jaoobi, de MSme Riemann avant ses contemporains (Eisenstein, Rosenhain), et 
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Helmliollz vor KirchliofFaus (obwohl bei dem lelztern koin Triipfclien 
semitischen Btiites voihanden) in ganz eclatanler Weise aiis. 

Uebrlgens liabe icb, was meinewissenscbaftlicben Beslrebiingen angelit, 
von deDcn icb reden darf in dem Bewiisslsein, dass sie, so wenig sie in 
dem EnLwicklunsgang der Wissenschaft bedeuLen mfigen, stets nur dem 
Diensle dei-selben gewidmet gewesen sind; so habe ich Jangsl darauf ver- 
zichtet, bei iilteren Collegen denselben Eingang zu verschaffen; es isl die 
Jiigend, an die icli mich gewandt, und bei der icb aucb vielfacli Ver- 
sLandniss und begeislertes Eingehn gefiinden habe. 

24 Marz i885 ('). — Zu der grossen AnzabI von Ziihorern gratullre 
icb Dir von Herzen ; freilicb wirst Du aiich wohi die Erfahrung maclien, 
dass bei vielen der Wille gnt aber das Vermijgen schwach ist, so dass 
matt selbsl bei den Airsdauernden nichl sicber sein kann, ob das Inie- 
resse an der Sacbe oder Pflichtlreue sie halt. Konnle man immer einen 
Kreis von bochsiens zwolf lalentvollen, wohl vorbereileteu und fiir ihre 
Wissenschaft begeislerten Zuborern um sich versammelt baben, so ware 
das akademische Lebraml die lohnendste und inleressantesle Bescbafti- 
gung in der Welt. Dazu muss freilicb noch eins kommeii, dessen ich 
immer mehr und mehr enlbehreii muss, ein eintrachliges, aiif Ueber- 
einstimmung in den Principen und gegenseitiger aufrichtiger Anerken- 
nung berubendes Zusammenwirken mil den Facbgenossen — 

Wabrendich saee, dass eine sog. irrationale Zabl eineso reelle Existenz 
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perseverants, on n'est jamais certain si c'esl I'inlcrSt k la question qui les retient ou 
la fiilelile au devoir. Si I'on pouvait toujours avoir reuni autour de soi un cercle 
d'au plus une douzaine d'auditeurs remplis de talent, bien prepares et passionues 
pour leur science, renseiguement acad6mique serait I'occupation la plus enviable 
et la plus interessante du monde. A la vcrilS, il faul encore y ajouter une chose dont 
je dois me passer toujours de plus en plus; c'esl la collaboration avec ses collegues, 
basee sur la concorde, I'accord dans les principes el une sincere approbation r6ci- 
proque. 

Tandis que je dis qu'un nombre dit irrationnel possede une existence aussj reolle 
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habe wie irgend eiwas anderes in dei- Gedankenwelt, ist es bei Kronecker 
jetzt ein Axiom, dass es mir Gleichungen zwischen ganzeii Zahlen 
giebt.... 

Schlimmer ist es aber, wenn Kroneckcr seine AiUorital dafiir einseUt, 
dass alle, die bis jelzt an dec Begi-uiidung der Funclionenlheorie gearbei tet 
haben, Siinder vor dem Herrn sind. Wenn ein wimderlicher Kairz wie 
ChristofFel sagt, in 20-3o Jaliren wird die jetzige Funclionenlheorie zu 
Grabe getragen iind die ganze Analysis in die Tbeorie der Formen aufge- 
gangen sein, so beantworlel man das mit einem Achselzucken. Wenn 
aber Kronecker den Aussprucb tliut, den ich worilick wiederhole : 
« Wenn mir nock Jahre und K.rafie genug bleiben, werde ich selber dei- 
malhemaiischen Well zeigen, dass nichl. nur die Geomelrie, sondern 
aiich die Arilhmetik der Analysis die Wege iveisen kann, iind sicher 
die strengeren. Kann ich es nicht mebr ihun, so werden's die thnn, 
die nach mir kominen... und sie werden auch die Unrichtigkeit aller 
jener Scbliisse erkennen, mil denen jelzl die sogenaniite Analysis 
arbeilet »; so ist ein solcher Aussprucb von einem Manne, dessen 
hobe Begabnng fiii- malbemalische Forschung und eminente Leislungen 
von mil- sicher ebenso aufrichlig und freudig bewundert werden wie 
von alien seinen Fachgenossen, nicht nur bescbamend fiir diejenigen, 
denen zugemulhel wird, dass sie als IiTthum anerkennen und abscbwiiren 
sollen, was den Inhall thres unablassigen Denkens und Slrebens 
ausgemacht bat, sondern ist es auch ein directer Appell an die jiin- 
gere Generation, ihre bisherigen Fiibrer zu verlassen und um ibn als 

que n'importe quel autre dans le doinaine de la pensee, c'est maintenant pom- Kro- 
necker un axiome qu'il n'y a que des equations enlre nomfaves entiers. . . 

Mais le pis est que Kronecker emploie son aulorite a eouienir que lous ceus qui 
onl travailli jusqu'ici <» fonder la throne des fonoiions soni des pecheurs devant 
le Seigneur. Qa'un original comnie Christoffel dise que dans vingl ou trente ans 
la tli^orie actueile des fonctions sera euiei-r^e et que toute 1' Analyse se ramenera 
a la ih^orie des foi-mes, on riipond par un hausseinent d'epaules; mais que Kronec- 
ker lienne ce propos que je reproduis mot pour mot ; « Si j'en ai encore le lemps 
et la force, je montrerai moi-mSme au monde matliematique que non seolement la 

s plus le faire, ceus qui viendront apres 
. I'ineiaclitude de torifes ces conclusions 
appelle analyse »; un tel propoa, de la 
part d'un homme rlooe <i un degre aussi ^leve pour la produclion matliematique, el 
dont j'adraire les travaux ^minenls aussi sincSrement et avec aulant de plaisif que 
tons sea confreres, n'est pas seulement humiliant pour ceux !x qui il demande de 
reconnaitre comnic line erreur ct d'abjurer ce qui a constitue le siijet de Icurs 
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Jiinger einer neuen Lehre, die freilicli ersl begriindet werden soil, sich 
zu schareo. Wirklich, es ist traurig und erfullt micti mit bitlenn Sclimerz. 
dass das wohiberechligte Selbslgefohl eioes Mannes, dessen Ruhm «nbe- 
strilteii ist, ihn zu Ausserungen zu Lreibeu vermag, bei deuen er nicht 
einmal zu empfinden sdieinl, wie verletzend sie fiir andere sind, Aber 
geniig von diesen Dingen, die ich nnr beriUirl babe, urn Dir zu erklaren, 
aus welchen Griinden icli an meiner Lehrthatigkeit selbst wean meine 
Gesundht^it es geslalten sollte, sie noch einige Jahre forizusetzen, kiinf- 
tighin nichl mehr dteselbe Freude haben kann wie bisher. Da wirst aber 
dariiber nichl reden; ich mcichte nicht, dass Andere die mlch nicht so 
genan kennen wie Du, in dem Gesaglen, den Ausdruck einer Empfind- 
lichkeil sSben, die mir in der That fremd ist. Niemand weis besser als ich 
selbst, wie weit ich von dem Ziele entfernt geblieben bin, das ich in der 
Begeisterung der Jugend mir gesleckt halte, niemand soil mir aber auch 
das Bcwnsslsein rauben, dass mein Streben and Wiiken nicht ganz 
umsonst gewesen ist und der Weg, aiif dem ich der Wahrheit nachge- 
gangen bin , nichl als ein Irrweg sich erweisen wird, 
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pens^es et de leurs efforia incessants, mais c'est encore une invilaiion direcie a la 
jeune g^n^ration d'abandonner leurs guides actuels pour se grouper autour tie lui 
comme autour de Vapdlre d'un aouvel enseigneraeut qui doit Sti'e fonde. Vraiment, 
il est triste, et cela me remplit d'une am^re douleor, de voir un. homrae dont la 
s d'alteiote, se laiaser eutrainer par ie seutiment bien just 



propre valeur, a des manifestations donl il 
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licli iiber Deinen Erfolg (') gefreiit haben, braiiche ich niclit zu versi- 
chern. Ich gaoz besonders cmpfinde dariiber eine wahre Genugthuuiig; 
haben doch jetzt compelente Richter das Verdikt abgegeben, dass es 
mit meiner « treuen Schiilerin » , meiiier o Scbwache », doch nicht « eitel 



Mesdames et Messieurs, 

Vous voudrez bien me permeLtre dc terminer ici ccLte courte 
revue des lettres de "Weierstrass a Sonja. Comme vous Taurez bien 
compris, la t&che queje me suis proposee n'a pas ete de retracer 
avec des couleurs propres et d'apres ma conception personnelle les 
relations de Weierstrass et de Sophie Kowalevski. J'ai laisse 
Weierstrass parler lui-meme. II nous a entretenus non pas seule- 
ment de ses relations personnelles avec Sonja, mais aussi du meme 
coup de toute une serie de questions de la plus haute portee scienti- 
fique. A ce dernier jour de la session du second Congres interna- 
tional de Mathematiques, lequel a rassemble un si grand nombre 
de malhematiciens, j'ai pense qu'il y aurait peut-fetre interet a 
ecouter la parole d'un homme que nous sommes unanimes, je pense, 
k reconnailre comme le plus grand, avec Riemann, des malhema- 
ticiens du demi-siccle qui vient de s'ecouler. 



eprouve tout particuli^rement une vraie satisfaction; des juges competents ont 
done maintenant prononce le verdict que ma « fidMe el^ve », ma « faiblesse », 
n'est pourtant pas un « vain humbug «. 

(') Sonja avec reeu le prix Bordin dc rAcadcmie des Sciences dc Paris la veilie 
de Noel 1888. 
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C0MMU?JICAT10NS. 

SECTION 1. — ARITHMETIQUE ET AI.GfiRRE. 



LES GROUPES D'ORDRE PINT 

COKTENUS DANS LE GliOL'PE LINI54IRE OUATERNAIHE RKGULIER; 
Pah M. Ltox AUTONNE (Eyon). 



D^signons par la noLation {aij) ou 



oil le determinant des constantes aij est ^ o. 

Nommons S„ un groups de X„, et '■S,, le prolilome qui oonsiste 
consiriiire tons les S,j d'ordre fini. 

$2 a et6 depuis longtemps r^solu par MM. Klein, Jordan et Gordan. 
•Si a ^te r^solii par M. Jordan {J. f. r. u. a. M., t. LXSXIV). Phis lard, 
dans un M^moire coiironn^ par I'Academie de Naples, M. Jordan a donne 
une M^thode g^n^rale pour la resolution de $„ el monlr^ que tons 
les S« d'ordre fini appartenaient a un nombre Hmite de types. L'appli- 
cation de ces procedes g^n^raiix a permis de poursuivre assez loin la 
constriiclion effeclive des Sj. Toutefois, M. Jordan s'cst arrets devant 
une interminable discussion arithmelique oil les hypotheses a examiner 
se pr^senLaient par mlHlcrs. 
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Nous crojons que ie probleme $( general conlinuera longtem 
a d^fier les efforts des g^om^lres. Par conlre, nous esp^rons iin meilleur 
succ^s dans im cas pariicalier, assez ^tendu du resle, qui fait I'objet de la 
presents Communication. 

Supprimons dor^navaot I'indice 4 dans ^4, Sj, A.,. 

Toute X qui admet pour invariant I'espression 



sera reguliere par definilion. Les regulieres ferment un groiipc regulier. 
Je m'occuperai de conslruire les S reguliers d'ofdre fini. 

Les regulieres onl ele introduiles par moi dans Ie Memoire sur la 
theorie des equations differentieltes du premier ordre et du premier 
degre, pr^sent6 en 1890 a I'Acad^mie des Sciences de Paris, et insere an 
LXP CaLier du J. E. P. Plusieurs r6sultats relatlfs aux r^guUeres, dus S 
Lie ou il Knothe, se trouveiit aossi dans Ie troisieme Volume (p. 238 el 
snivantes) dc la Theorie der Transformationsgruppen, i8g3, de Lre- 
Engel. 

L'inlerpretation gfometrique des regulieres est simple quand on prend 
les X pour les coordonn^es homogenes d'un point de I'espace. 

Nommons capital nn certain complexe lin^aire et capitate Louie droile 
compleKe. Le groupe regulier permute transitivemCiit les 00= capi- 
tales. Appelons normal un telraedre oii deux aretes sont conjugu^es par 
rapport an complexe capital et les qnatre aulres sonl capitales. Le groupe 
capital permute transitifement les divers tetraddres normaux. Le 
t^tra^dre de reference est normal. Si la r^gulifere X transforme la figure g 
en la figure g', je dirai que g vient .iiSgulieeemewt sur g'. Si A et B sont 
des symboles de substitutious ou de groupe.s, lu relation 
JI-' A X = B 

veut dire que A se met B^GULiEBEiaKiNT sous la forme B. Tout t^trafedre 
norinal peut venir r^gnliferemenl sur celui de reference et les considera- 
tions geometriques perniettent de placer, sans sorlir jamais de la r6gula- 
rite, les groupes S sous une des formes simples telles que celles ci-aprcs. 



La pr^sente matiere se rattache i 
parait bien ^loign^e : c'est la ib^ori 
nclles et dc contact 



une autre qui, au pre 



abord, 



def 



17, planes, biration- 
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oil les^ et les v sont les coordonn^es ponctuelles on lin^aires homogSncs 
dans un plan, les » et les "J/ sont des formes bilernaires ayant les dimensions 
marquees par les entiers positifs p, p', q, q' . 

La construction des groiipes T, formes de snbstitnlions ff ou anciin des 
cjnali-e entiers p, q, //, q' ne depasse 2, coincide avec cellc des groupes 
qnaternaires reguliers. 

Voici maintenant la theoric cilg^liriqiic des rogiili^res =-1, = ('^'/) ■ 



Si I'on pose 

les conditions de regularite sont 

(i2y=(34), (23r=(23), (4i)' = (40 

(i 

U. 

Si -X,'^ {('■]•) ''St la transposee de la reguliere ^li = (oij), on a 

oit s est la reguliere 



Toute HguU&re d'ordre Jini pent etre reguHerement mise sous 
forme canonique 

k, rix,\, .■ = <,2,3,4, 

m'ec 

Les r sont, bien entendn, des racines de I'unite. 

J'ai construit aussi les groupes reguliers d'ordre fini decomposables. 
Voici dans qnelcasM. Jordan dilqu'un groupe/i — aire est d6composable ; 
les n variables, convenablement clioisies, peuvenl Stre r^parlies en 
sjstemes T, T', . , . , tels que tonte substitution dii groupe remplace les 
variables du sjsifeme T, par esemple, par des fonctions lin^aires homo- 
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genes des variables d'un autre sjsteme, tel que T', Alors T et T' con- 
liennent. evidemment le mfime nombre de variables, 

Voici rennm^ralion des groupes regnliers decomposables d'ordre fini. 
On a omis, pour abreger, quelques groupes boloedriquemerit isomorphes 
a des groupes de permutations entre quaire letLres, H va sans dire que 
tons les groiTpes ci-dessous ont Hi reguiiSrement mis sous leur forme la 
plus simple. 



Regulicres dc la forn 



\nji an/ \ai3 Oij/ 
s groupes P et Q derives des binaires 



6tant d'ordre fini. 

TlPE If. 

S s'oljtient en cooibinant avoc un soui-groupe ^ dn tjpc I la regolii 

l>3, 6„ o o 
fill fi,. o o 

(b,, ^A_/fi.i ^»A__. 

ilii^ fait partie de 3., lequel est permutable a ill) et condent la moitie de^ 
substitutions de S. Nommons ). et a les binaires 






\ r> et Q les groupes qui figurenl dans %. On a 



yGoosle 



R^giilieres de la form 



_ 1 A B I 

"i c n j 



oil le groiipe binaire 



est d"ordre fini. 



(co) 



S s'obLJeiiL ea combiiiaiiL avcc un sous-groupe £ du Ljpe 111 I. 
imiquc 



Ol- figure dans £. £ est permutable a<D el contient la moitic des substi- 
tutions de S, 

II est remarqiiable que, dans la structure des groupes reguliers detom- 
posables d'ordrc iini entreni des groupes binaiics, mais jamais ter- 
naires. Cette circonslance est pai'liculi^rement heureuse dans la 
construction, que j'ai abordee, des gronpes reguliers indecomposables. 
En effet, d'une pari, d'aprSs la mSlhode g^n^rale de M. Jordan, la 
reeberche des groupes indecomposables repose sur celle des decompo- 
sables et, d'autre part, les groupes ternaires sont plus compliqu^s que les 
binaires, lout en presenlant, jusqu'^ ce jour, certaines incertitudes dans 
leur Enumeration complete (' ). 

{') Posterieuremettt aa Congres, j'ai precise toute cette theoiie dans uiie Note 
inser^e aux Coinptes rendus du ii mars igoi, et tiaiis aa Menioire qui paraitia 
dans le Journal de MathiinaUqiies. 
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REMARKS ON KRONECKER'S MODULAR SYSTEMS; 

Bv Haruis HANCOCK. 



.Te vouclrais dire quelques mots sur le Meaioire intiliilt : Some remarks on Kro- 
neckei''s modular systems, que j'ai I'honneur de presenter au Congres des Mathe- 



On dil qa'une foftction entiere rationntlle <f(^) s^x coefficients entiers 

est reductible en facieurs par rapport a an noinbre entier premier p, s'il est 
possible de trouver des fonctions entieres rationnelles tpila;), 'pa(*) ct y(3))k coef- 
ficients rationnels entiers, lelles que 
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oft A|, Ai, . . . , Ah sont das entiers plus pelils que p. 

On salt que dans le domaine des nombres rationnels lous les nombres entiers peu- 
vent ^tre distribu^s par rapport au module /i enp classes el que chaque entier appar- 
tenant a I'une des classes est congruent (mod p) a I'un des entiers o, 1,2, . . ,, 
p — i, el (I un seul. 

Si maintenant on mulliplie la fonction ^(a;) par tous les entiers possibles, on 
voit que lesfonetions r^sultantes peuvent etre distribuees en /(classes par rapport au 
module p, et que Ton peul prendre comrae fonction representative de cbaque classe 
les fonctions que Ton obiient en multipliant la fonction ^{x) respectivenient par 
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les entiers o, i, i, . . ., p — i et en rtduisanl les coeflicienls des fonctions ainsi ob- 
tenues par rappori au mod/J, 
On d^finit le sysi^me modulaire 

[p, T(»)l 
comine le complete de toutes les foiiutioDs liiiBaircs de p cl f (■») 

dans lesquelles a(x) el '^(a:) sont des fonctions entieres de ^ quelconquos a coeffi- 

Ip.-f(r)] a I/., »(»)) 

reprSsenlenl le raSme complexe de fonctions et, par consequent, on dit que les 
dens systSmes sont equivalents et Ton ecrit 

[/., o(^)]^{/,,*(^)|, 
Dans la fonction 

<I>i,a;) = 37"4- Ai»'"-i-l- Aia;"-2 + . , , + A,„ 

les entiers Ai, At, .... A„ peuvent avoir I'une quelconque des valeurs 0,1,2,..., 
p — I el, par consequent, il y a/i" fonctions de la forme ^{sc). 

LesjD" — I fonctions a'ulres que ^{x) peuvenl 6lre appelees le systeine complet 
des residus incongruents par rapport au systems modulaire [p, ^{x)'\. 

Les caracterisliques de ces fonctions sont ; i" la difference de deux quelconques 
d'entre elles n'est pas = o[mod^, *(^)]i *i i° loute fonction entiere en a: a coef- 
ficients rationnels entiers est congruent k I'une de ces fonctions par rapport au sjs- 
t^me modulaire [p, ^{x)], et k une seule. 

Si Ton designe les f = p" — 1 fonctions par R,, R^, .... R„, on a 

(>) ]^(.r- R,-R^)^ [] (^- R(.) [mod./;, *(^)] 

et 

(a) V.1 = \ [niod/>, ^(a:)], 

qui est une forme genirale du theorhne de Fermat. 

Si *(a') est une fonction irveductible par rapport au module p, le sysicme 
[p, *(a:)] est un systime modulaire premier. 

Dans ce cas, si r designe une quelconque des v fonctions, et si 

^{r) = t„f:r)r"'+ ^,(:^)/-'"-'-H. . . + 4.,„(^) = o [mod^, <l.(*')], 

od 4'o(^). 4'i(^). ■ ■ -I "^mf^) sont des fonctions entieres ea cc i. coefficients ration- 
nels entiers, la congruence ne peut avoir plus que m racines incongruentes 
[mod jj, *(a;)]. 
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i, savoir les f quantites R,, H.j, ..., R,., on yoit que celte 



peul fitre niise sous la forme 

R''" - ( = TT [R — ( A, 3;"-i -1- A,a;'i- = - 

le produit etant ecendu a toules les fonctions 
par ies diff^rentes valcui's o, 1,2, . . , , ^ ^ 1 . 
II resulle iinmediatement que 



.-t-A„)] [mod/>, *(»;)], 



■n 



(A.. 



..-+-A„) [mod/j, 4>(a?)], 



ce qui est une forme genirale du theoreme de Wilson. 

De ce que nous avons dit il rcsulte que les fonctions entieres en ce, k coefficients 
ralionnels entiers, jouent, par rapport au syslSme modulaire [p, *(fl^)], !e meme 
rflle que les nombres rationnels eniiers par rapport aux nonmbres premiers comme 
modules dans la th^orie ^lementatre des nombres, 

Les resultats que nous avons trouvis ne different que par leur forme de ceu\ 
donnes par Serrel {Cours d'Algebre supirieure, t. il, Chap. Ill), et Ton trouvera 
que les resultats g^neraus, developp^s dans le M^moire que jc presente au Oongres, 
peuvent ^tre regardes soil comme extensions des theorfimes de Serret, soil corame 
generalisations de la notion de Gauss sur un seul module, et c'est naturellemenl ce 
dernier point de vue qu'a suivi Kronecker. 

De ce oas simple de i'equivalcncc 



n voit que la ques 
lodulaire de la form 



1 qu'il faut considerer d'abord est la reduction du systeme 



[mi, nis, . 



„/.(:^), ...JA^)\ 



dans lequel les elements m,, m^, , . . , m^ sont des entiers rationnels et les fonc- 
tions /i(3;),/3(3?), ...,/p(3?) des fonctions enti6res en 37 a coefficients entiers, 
dans leur forme la plus simple. 

Cela a ete le sujet d'un M^moire qui a paru dans le Journal de, Crelle, vol. 119. 

Dans un autre Memoire qui ya paraitre procbainement dans le mSme journal, j'ai 
considere la reduction des systSmes modulaires ofi les elements sont des fonctions 
entieres de plusieurs variables S coefficients eniiers rationnels, et la decomposition 

L syst^mes modulaires premiers a et6 effectufie. 



Ges fonctions k plusieurs variables 
dans le domaine g^n^ral de la dii 
rationnels et les nombres premiers dai 
tfouvera que les tb^oremes, dans la ihi 
culiers de cede tbeorie plus generale. 

Le Memoire que j'ai J'honneur de presenter 



systemes modulaires premiers 

la mSme place que ies nombri 

le champ usuel de I'investigatio 

ie usuelle des nombres, sont des 1 



pliisge- 



yGoosle 
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neral encore oil les coeflTcients, au lie 


u d'etre des nombres entiers rationnels, sont 


des nombres entiers algebriques. 




Les resultats sont obteous par Vei 


aension des idees de Dedekind et Kronecker 


et I'on a obtenu de nouveaux resuJtats 


. que, j'esp^re, on tvouvera inl^ressants. 



The stndj of the cjclotomic equation was for a long lime an interesting 
subjet for malhemalicians. Proofs of its irrediicibilitj are given among 
others Lj Gauss, Kronecker, Eisenstein and Sehunemann (see Notice by 
Schdnemann in Crelle's Journal, bd. 4o; p. i88). Later Kronecker 
[Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grossen, 
\A{CreUe's Journal, bd. 9a)], derived a general criterion for the irredu- 
cibiliiy of an integral function of any number of variables with rational 
integral coefficients. 

The notion of the irrediicibilitj of an integral function of one variable 
with rational integral coefficients with respect to a prime integer as a 
modulus is found in Schonemann's paper (Crelle's Journal, bd. 31, 
p. 269); while the more general idea of the decomposition into factors of 
such a function with respect to two moduli/?, <f(x), of which/) is a prime 
rational integer and 'f(^) an irreducible (mod^) integral function with 
integral coefficients, is given by Serret [Cours d'Algebre superieure, 
I. IT, Chap. III). 

The extension oi this notion to an integral function of any number of 
variables with rational integral coefficients with respect to a finite number 
of moduli that are integral in the variables in question with rational inte- 
gral coefficients, is a natural consequence. 

Until the beginning of this century investigations relative to the theory 
of numbers were confined to rational numbers. 

The early researches of Abel, Gauss, Cauchy, Jacobi and Eiscnslein in 
the theory of algebraic numbers were continued especially by Kummer, 
Dedekind and Kronecker; Kummer by the introduction of the ideal prime 
numbers overcame for the simple case of the algebraic numbers that are 
derived from the roots of unity many of the difficulties that the older ma- 
thematicians had encountered; while Dedekind, extending the ideas of 
Kummer, founded for the general algebraic numbers an independent 
theory as was done by Gauss for the usual rational numbers. 

With the introduction of the algebraic numbers into the investigation 
Galois, Jordan and other mathematicians wished tliese quantities to hold 
a similar position as the usual rational numbers hitherto had done and there- 
fore they widened, so to speak, the domain of rationality by allowing to 
appear in such domain the rational functions of these algebraic numbers. 
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Kronecker always with the idea of arithmetizing the problems which he 
considered, made the integral functions of any number of variables with 
algebraic integral coefficients lake the place of the ordinary rational inte- 
gers in the usual theory of numbers and in his realm of rationality these 
functions occupy the same place as the rational numbers in the hitherto 
restricted realm. 

The more extended notion of the decomposition into factors is with 
Kronecker the reduction of an integral function y of several variables 
with algebraic integral coefficients into its irreducible factors, where such 
a reduction is taken with respect to a finite number of moduli which are 
likewise integral functions of the variables in question with algebraic in- 
tegral coefficients. 

Wehave to consider therefore, on the one hand, the nature and charac- 
teristic properties of the function / with respect to a system of moduli 
and, on the other hand, the nature and properties of the modular system 
itself. 

The rednction of such a modular system to its simplest form and the 
derivation of the prime modular systems is a problem of the first impor- 
tance. For it will be found that the functions, in the realms of investiga- 
tion considered, have with respect to the prime modular systems many of 
the analogous properties that the usual rational numbers have with re- 
gard to prime rational integers, and the prime modular systems have 
with respect to the modular systems the same relations as the prime 
integers to the ordinary rational integers. 

Jacohi {Gesaminelte Werke, hd. I, p. 379) wished to give to ihe trans- 
cendeols 

J »/x ' 

where X is a function in x of degree greater than the fourth, the name 
Abelian transcendents, since they were first introduced into analysis by 
Abel, who showed their great importance by a comprehensive theorem. 
This theorem Jacobi calls Abel's theorem since it carries « das ganze 
Geprdge seiner Gedankentiefe », 

We do not consider it less appropriate to call these modular systems 
Kronecker^s modular systems ('), as they characterize so much of the 
work done by that great mathematician : on the one hand, in the extended 
realm of rationality such systems appear in the same relalions to the 

(I) Cf. Quart. Joitr/i. of Ulalhcinalks, vol, XXVII, p. i',:. 
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integral algebraic functions willi integral algebraic coefficients as tbe 
ordinary rational integers do as moduli in the usual Gaussian theory 
of numbers and thus the whole theory of numbers is extended in great 
generality; on the other hand, they stand in direct connection with two 
other great mathematical theories that were particularly interesting to 
Kronecker, the theory of algebraic functions and their integrals (the 
abelian integrals) and rbe theory of algebraic equations (the principles 
of Galois). 

The extended notion of division. 

We say that an algebraic integer jj. belonging to the algebraic realm Lit 
is decomposable into factors, if ihere exist in Q two algebraic integers fj., 
and [Xa different from the algebraic unities in il, such that 

|j:^ii,Hs; hence ,iorm(i,) or N( [a) = N(^t,) N { ^3). 

or, denoting these norms respectively by the rational integers m, m, , m^, 
we see that m^m,m2, so that the divisibility of ]j- into the two factors ^, 
and |j.2 corresponds to the decomposition of the rational integer m into 
the two factors m, and m^- Also corresponding to the case where the 
norms are prime integers, there clearly exist algebraic integers that are 
not decomposable into factors. 

But here we meet with the difficulty : the decomposition of an alge- 
braic number into its irreducible factors is not unique. 

Take for example the realm £! = P(9), where 9, a root of the et|iiation 



is adjoined to the realm of rational numbers. 

In this realm, 6 = 3.3 = (i + Q)(i — 0), andin both cases the factors 
are irreducible [c/. Dedekiwd ('), p. 45']- 

To overcome this difficulty we make use of the following extended 
notion of division which was initiated by Rummer : In the realm of ra- 
tional numbers P we have the conception of what is known as the great- 
est comm.on divisor of several numbers a. b, c, .... This divisor d we 
express in the form 

where a:,jv, 5, ... are determinate integers. 

mple metlioii of refering to Diricblet's 
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We may say also that a rational number m is divisible by the complex 
a, b, c, ■ ■ ■ 1 wlieii we can determiDe integers x' , y' , s', . . . , such, that 



^bf-^ 



But ciearlj so long as wc remain in the realm P, (Siis conception of 
divisibility is superfiiious, since any number tkat is divisible by the com- 
plex a, 6, c, . . . , is divisible by the greatest common divisor d of these 
numbers, and every number that is divisible by d is divisible also by the 
complex a, b^c, .... 

Hence, so long as we remain in the realm of rational numbers, the con- 
ception of the divisibility by the complex a, 6, c, ... is identical with 
that of the divisibility by d. 

The number m is divisible by d if there exists an integer x s^ich thai 
m-:=dx. 

We have also the theorem, that, If the product of several integers is 
divisible by a prime integer />, then at least one of the factors is divisible 
bjy?; from this it follows that every integer is decomposable into a pro- 
duct of a finite number of prime integers in one and only one way. 

If the realm Cl is aa arbitrary algebraic realm, then also an algebraic 
number [i of this realm is said to be divisible by an algebraic integer S of 
this realm, if we can determine within Q an algebraic integer ^, such 
that p. = 0^. 

Also the algebraic number a is said to be divisible by the complex of 
algebraic numbers a, p, y, ... in Q if it is possible to determine in this 
realm algebraic integers ^,'/i, "Q, . . ., so that 

But this conception is no longer superfluous; for suppose that S is 
another algebraic number by which the algebraic numbers a, p, y, ... 
are divisible, then every number that is divisible by the complex a, j5, 
Y, . ■ - is also divisible by S. The inverse, however, is not true : every 
number that is divisible by S is not divisible by the complex a, p, y, . . . , 
since, in that case, 3 must have ihe form 

where ^', ti', C. ■ ■ ■ are algebraic integers in Q, and, on ihis assumption, S 
is therefore divisible by every divisor common to the numbers a, [3, y, . , . 
and must consequently be the greatest common divisor of these numbers 
in ihe sense customarily given in the theory of rational numbers. 
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But in this sense a greatest common divisor of the algebraic numbers 
a, p, Y, ■ ■ - only exists so long as we remain in the infinite realm of all 
algebraic numbers. If then we leave the realm Q out of consideration, there 
exists something which is the analogon of the greatest common divisor of 
rational numbers. On the other hand, unless we take a fixed finite realm 
of rationaliij, to which all our quantities must belong, there exist no 
such thing as prime integers and tlie notion of the unique decomposition 
of an integer into its prime factors is tost; for so long as we remain within 
the infinite realm of all algebraic numbers, if a is an algebraic integer, 
then a = ^/av^a, and \/a is also an algebraic integer. Consequently everj 
algebraic integer is decomposable into factors ad infinitum. 

Hence the notion of divisibility by the complex of the algebraic num- 
bers a, ^, Y, . . . , is no longer siiperjlttous, when we limit ourselves to a 
finite fixed reabn fl; and we may therefore say that an algebraic num- 
ber [i is divisible by ike complete a, p,Y, . . ., i/i£ is possible lo deter- 
mine algebraic integers ^,-i\,^, , . . , such thai 
li = '4+ P'/j-i-Y^-i-..., 

where all quantities introduced belong to the real Q, the eoejjlcients 
a, p, Y. ■ - - of the linear form being fractional or integral, while the 
variables ^^■i\^'^, ... are integers. 

The collectivity of the algebraic numbers that take the above form when 
the quantities S, Vj, i^, ... are varied and given rational integral values 
is called bvDedekind (p. 494)! » modiil and denoted by [a, p,Y, .- -] = 0, 
say. 

The quantities a, ^, y, . . . are called the elements of the modul. 
We say then that a number ji is divisible by the modul [a, j3,Yi ■ • -li 
when we may so determine rational integers x, y,z, ... that 

|j. = a.f-H(ij'-l-7E+...; 

and the modul b = (^,, ^j, p,, . . .) is divisible by the modal il when 
each element of b is divisible by the modul fl or, what is the same thing, 
when every number that is divisible by b is also divisible by il. 

If all numbers that are divisible by the modul il are expressible in the 



where ic,, a^o, . . . , a;,, are rational integers and the coefficients c,, K:., .... 
«„ are numbers that are divisible by the modul il, then the modul a is 
called a finite modul o{ \\ie rank « and ihe quantities (et^^a..>, .... a„) are 
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called a basis of itis modal. As we have to do onl;y witli finite moduls, 
we may determine for every modul a definite basis. 

AU the algebraic integers that belong to the algebraic realm ii of ihe 
n"" degree form a finite modul of ihe /<"' rank, which Dedekind (p. 53;) 
denotes \)j v. 

Let Wi, Wi, , w„ be a basis of the modul y. Then if ;, Tjj ... are 

algebraic integers in il they are expressible in the form 



where x\*\x':!\ . . ■ , x)l\ a;*,'', x'-^\ . , ., x',-' . . , aro rational integers. 
If then 

we have 

Since ci.w,,a.w-,, . .., ^(c,,. .. are numbers belonging to the realm ii, it is 
seen that [j. is expressible as a linear form of a finite number of rational 
integers with coefficients that belong to 0. 

As this number is finite, and as the rank of a finite modal in Si cannot 
be greater thann, the degree of ii, and as tf ,, w^, . . . , iv,, are independent, 
so that the rank is not less than /i, it follows that all algebraic num- 
bers in Q of the form 

af M- p-f, + Y^-l-..., 

fvhere a, ]3, y. ■ ■ ■ a?-e integral or fractional and the numbers \, ri, 
i^, . . ., are integral, constitute a modul of the n"' rank in the realm fl 
of the n"' degree. 

This system of numbers is called an ideal and denoted by (?., 3, y, . . .). 

If then a, p, y, . . . are cjtiantities of ii, then the ideal (a, p, y, . . -) 
consist oC alt numbers which may by expressed in the form 



where ^, ■"„ i^, ..-, are integral algebraic numbers in Q, while the 
modul [a, a, y, . . .] consists of all those numbers which have the form (i) 
for integral rational numbers ^, -i,^, ■ ■ ■ . 

With Dedekind (p. 49^) we use the symbol > as that of division, so 
that (VJ >. i- means that w is divisible by b. 
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ocluius C whinh has Lhe Iwo properlies ; 



is called by Kronccknr {^GrundzCtge, § 5) an art or species and by 
Dedekind (p. 3o5) an order (Ordnung). 

Since everj realm eKcept lhe tricial case ihat consists of only zeros 
contains unity, it follows that 

and since also vv, or c^ >■ v, It is seen that c is a species. 

Further since c" =: - =^ c, the ideal c is its own species and is called lhe 
principal species of the realm il. This species takes the same place in 
the realm as unity does in the realm of rational numbers. 

Modular systems. 

Let A; M,, M^, . . ., M^; M', , M^, . . .,MC be integral functions of any 
number of variables with algebraic integral coefficients that belong to the 
realm li, the integers a and v being finite. 

As above, we say that A is divisible by the modular system 
M,,M2, ...,M|i], when 

K'-^o [mod M,, Ms, ...,My,j, 
that is, when 

A = M|X,-4- MjX,-i- . . ,-i- MjjX,,,, 

where X(, X,, ...,Xji are also integral functions of the variables in 
question with algebraic integral coefficients that belong to the realm Q . 
If we have the [j. congruences 

Mft=o[mod M'l.M'., .,.,IVr;] (ft = r, 2, . . ., |a), 

the modular system [M, , M^, .... M,^] is said to contain the modular 
system [M',, M!j, ...,Mv]. 

From this it is seen tliat a modular syste;n contains another modular 
system when each element of ibe first syslcm is divisible by lhe second 
system; that is, if 

[M,, M2, ...,Mj,]:=o[raodM'i,M; , M^J, 

or, using Dedckind's symbol of division, if 

[Ml, Ms, ...,M|,,]>[M'i, M'i, ...,M;1. 
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we have the equivalence 

[Ml. Mj, ..,,Mji].^[M',,M'3, ,,.,M;,]- 

From what we have writlea above it appears that a modular system 
contains aoolher modular system when it is divisible by that system. 
Hence, the two conceptions of being divisible by and of being contained 
in, which are usually the opposites of each other, are here identical. 

It is evident that any system [M(, M^, . . ., M^] may be transformed 
into an equivalent system by adding to or subtracting from any element 
of the system a linear function of the other elements, where the coeffi- 
cients of the linear function are integral functions of the variables with 
algebraic integral coefficients that belong to the realm ii; and any ele- 
ment may he adjoined to a modular system or dropped from it when this 
element is divisible by the remaining elements (in the sense of divisi- 
bility employed above). 

The reduction of modular systems. 

In the realm of rational numbers the system 

[G, i5, i8]toLG, i5 — 1.6, 3.ijj t^ [6, 31(^[3]. 

In general, the greatest common divisor d of the integers a,, a^, . . ., 
«„ may he expressed in the form 

where Xs, X-^, , . . , x„ are determinate integers. Hence we may adjoin 
the element d to the modular system (a, , a^, . . . , a„), which then be- 
comes (<rZ, «|, a^, ■••i o,,); and since Oi, a^, ..., «„ are all multiples 
of rf, these elements may be dfopped from the system, leaving 

r«i, «„ ...,«„]o^[rf]. 

Consider next the modular system 

where a.,, a^ are algebraic integers of the realm fl, thai is, quantities he- 
longing to the realm of integrity [f], since all integers of ft are divisible 
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As any element may be added to a modular system when this elemenL 
is divisible by the elements of that system, it is seen that 

where ^i and ^2 are algebraic integers in 0, 
lo a similar manner 



c being l\\(i principal species which contains all the algebraic integers of 13. 
Further since 1 >■ iJ, it follows that 

An ideal va may bo uniiL|nely decomposed into its prime factors, so that 

where ;i), p^, ... are prime ideals and /,, l^, ... rational integers. 

If two ideals ("P, and f ^2 ai'e relatively prime, then iheir greatest 
common divisor is v and may be written (Dederihd, p. o56), 

From this it is seen at once that the system [ca,, ccca] is equivalent to 
the system (p*. 4', . . .), where the product of ideals p*, <!',•■■ is common 
to both ideals cK), fa;,. 

For if 



where (I, and H^. are ideals that are relatively prime to each other, then 
[wfi„ <'2,J^lii''''.i|'...iii; p''Mi-'...ii,; II*'. v. ■■<ii -;■(''■■. O'- -.112 I 



It follows at once that the modular system 



where the elements a,, a^, , . ., ?.„ are integral quantities of the realm [c], 
js equivalent to the system 

[l't''li=..-], 

where A,, h^, . . . are rational integers, and the prime ideals p, . m, . . . 
occur to these powers in each of the elements 
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In particaiar, if there is no ideal common lo all the elements t)?,,, 
v'J.^, . . ., ca„, then the sjstem 

The anaiogon in tlie realm of rational numbers is the system 

if there is no divisor save unity common to all the integers «i, <^2i ■■■) cin- 

Reduction of the modular systems which have as elements integral functions o£ 
one variable with algebraic integral coefficients that belong to the realm ii. 

The integral quantities that appear as elements in these svstcms are fo 
the form 

where a(,, a, , . . . , a„ are algebraic integers of the realm 11. 

"We may therefore say that such quantities belong to the realm of inte- 
grity [c, ^], 

Consider y(/-s; in the realm of integrity [[, ^] the modular system 

[tw^-l- ex -^ e, bx -^ d\, 

whei'G a. c, e, b, d are rational integers. 

We may assume that the two elements ax"^ -\- ex -\- e and bx -\- d have 
no factor in common, since such a factor could at once he taken out as a 
factor of the modular system. 

Owing to the identical relation 

{ax'^+ ex -^ e)b'' ={abx -h be — ad)(bcc^d) -+- b"- e — bed -^ ad^ , 
it is seen ihat the positive or negative integer 

III = li^e ~ bcd~\- ad^ = o [mod ax^-^ ex -i- e, bx -i- d\ 

may be added as an element to the system [ax- -i- ex -\- e, bx -\- d] with- 
out altering the equivalence. 

Consider next the same system in the realm [c, «], where now a, c, e, 
b, d are algebraic integers in Q. Then as above, if we assume that the ele- 
ments ax^-^- ex -^e and bx -\- d have no common factor in this realm, 
the algebraic integer 

|j: = b^e — hod -+- ad'- 
is different from zero. 
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Since on the oilier hand 



c^-e, b;s-hd], 



il is seen that [a may he added as an elemenl lo the given modular svstem, 
which hecomes 

I [i, «^' -i- ex -\- e, bx -h d]. 

Further since it does not change the equivalence of this system, if we 
iniiltiply each element hj c, wc niay consider the coefficients of the 
elements either as the integ-ral numbers a, c, e, b, d or as the integral 
ideals fa, cc, ve, vb, vd, since (see Dedekind, p. 542) the divisibility of 
the algebraic integer )> by the algebraic integer ]j. is identical in meaning 
with the divisibility of the ideal f X by the ideal c |ji. 

Suppose that the ideal q is a common factor of the ideal ca, cc, ce, 
so that c(i3:^+ cca: + ce =;l)(c«'x^-l- cc';e-+- ce'); then it may be 
shown that if i) is not a divisor of the ideal cc- (a divisor which is a factor 
of cu. in the sense employed in the domain of rational numbers), the 
clement il(i'a'^'4- cc'a^ + fe') may be replaced in the modular system 
by the element ^(i'a'a:^ -\- vc' x 4- t-e'), where S is a determinate ideal which 
is a divisor of c [i., and that by this change of the elements, the equivalence 
of the modular system has notbeen altered. 

In order to prove this let S be an ideal which is the greatest common 
divisor of the ideals q and cp. so that therefore (jee DEOEKiMn, p. 554), 

The system 

{\>)>., niya'w'-^vc'x^ve'), bx -t d] 

is, owing to the presence of the element c^, equivalent to 

[P[t, ,l(Wa;2^-Pc'a■-T-ve'), v^f.{yda:^--\-vc^x^ve^), bx ^ d\ 

toLpf)., \{ya'x->-^i,c'w-^ve"), {<^^ v^'){s'd x^ + 90' x -\- ve'), bx-\-d\ 
tofpli, ^{va'x'^-\-vc'x -\-V6'), B{i'a'3!S_i. vc' x -^- pe'), bcf -h d^, 

which system, since il is a multiple of S, is equivalent to 

l^'ix, Sla' x'--i- c-a: + e'), bx -i- d]. 

In ihe modular system 

[i! II, ax'' + C37 -h e, bx -^ d\, 

suppose that (■;/ = ;',.)?:. where ;i, and p^ arc ideals that are relatively 
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|irinie to each oilier; and for hrevitj wrile 

We say then that the system 

is equivaleiil lo the product of the two systems 

[Vi,/.(^),/.(^)] and [H,M=c),Mx)-\. 
For the product of these systems is 

[v,-n, ;ii/,(^), P=/i(^), v,M^\ v^A{^),M^y,M^)^ M^-)A(^)]- 

Owing to the presence of ihe two elements p,/,(a;) and \''i/,{x) we 
may add (p, + J>a)/i (^) or c/, (^) to the system; but as vji{x)=ft{x), 
we may adjoin /, {x)^ and in a similar manner also /i(ic) to the system, 
which reduces then at once lo 

[p..i'.,/i(^),/.(*)l: 

We may therefore consider instead of the modular system 

systems of ihc form 

where p is a prime ideal or the power of a prime ideal. 

What has heen proved above for the special values given to ft{x) and 
/^(x) may he proved in general where for/|(;c) and/J(a:^) are taken any 
integral functions of x with integral coefficients belonging lo the realm (1. 

If we assume that there is no factor common lo both of these functions 
(since such a factor may be immediately taken out as a factor of the mo- 
dular system), we may by the usual method of the algorithm of the 
greatest common divisor determine an algebraic integer ^ belonging to 
the realm fl, which may be added to the system without altering its equi- 
valence. 

In general ij we assume that in the modular system 

[/.(^),/>(n---,A(^)]. 
the elements are integral functions in x whose coefficients belong to 
the realm \v\ and further that there is no divisor common to all the 
elements^ then by the ordinary method of the algorithm of the 
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greatest common divisor we may determine an algebraic integer f* 
belonging also to [p], which is expressible as a linear function of the 
elements of the modular system and may consequently be added as 
an element to the modular system without altering its equivalence. 
The system becomes then 

[^/i(^),/.(^), ■-■,/«(^)]- 

1q a similar manner as in the special case considered above, if 

where Pi, p^, ... are prime ideals and e,, e^, ... rational integers, we 
may consider instead of the original system, the system 

LXs/i(^)./^(^)'--'./"(^)]. [r;=,/i(^),/.(^), ■■.,/«(^)]: ■■-, 

whose product is equivalent to the original system. 
Let us consider the syslera 

[n'./'(^)'/=(^)----/"(^)]- 

If the coefficients of any of the clemenls, for example f\{x), have 
a common faclor, then since the element may be replaced by another ele- 
ment in which the factor is a divisor of p^', it is seen that the modular sys- 
tem must he of the form 

[K-r Vi'S-ii'^): Vt'Sii^): ■■■, K-'g-'i^)]' 

where the integers d,, d^, . . . , d„ are not necessarily different and are 
either zero or divisors of e, ioclnding unity. We may further assume that 
the coefficients of none of the elements gi{x){i = i , s, . . . , n) have a 
common factor. 

In the present discussion we shall take e, = i, and the modular sj'stem 
of the form 

Consider first the simpler form 

[,. ir,(«), (r,(«)], 

where 

We may assume that none of the coefficients aoi ^i i ■ ■ ■ i "-n ; ^oi l^i ! ■ ■ ■ i 
Pnt is divisible by p, since in that case tlie term containing such a coef- 
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ficient maj be dropped from Lhe function ihe, equivalence of the modular 
system remaining unaltered. 

In Lhe realm of ralional numbers llie inleeers 



form a system of incongruenl residues (mod />), and consequently all 
integers of the realm may be distributed inlo p classes, where every inte- 
ger belonging to a given class is congruent (mod/)) to one and only one 
of integers o, i , 2, ■ ■ . ,p — 1 . 

In lhe same way the integers of may be distributed into (c, p) classes 
(Dedekiwd, p. 5og). Denote this number of classes by k = (c, p). 

Any integer in a class may be chosen as a representative of that class. 
Hence if we choose an integer from each of the /c classes, we have a sys- 
tem of integers, which may be called a representative system of integers 
of the realm Q with respect to the modulus p. 

Every integer in ft is congruent (mod p) to one of the representatives 
of these k classes. 

The representative system is iberefore cbaractcrl/.ed by ibe following 
properties. 

1" The representatives of the system are all divisible by c ; 

2° The difference of no two representatives is divisible by p; 

3" Every algebraic integer in ft is congruent (mod p) lo one of the 
representatives. 

The integer i being one of the integers in ft belongs to one of the 
k classes, and we shall take it as a representative of the class to which it 
belongs, and as representatives of the other k — 1 classes we take those 
algebraic integers whose norms are less than the norm of p. 

There representatives we denote by 



Since the norm of an ideal 111 (Dedekiko, p. 564) i* equal lo (c, m), it is 
seen that N(p)^(f, p)^/:. Consequently the rational integers N{pi), 
N(p2), ...,N(p*)areall less than/-. 

If nest a function /(a:) integral in x with coefficients that are integers 
in Q, be multiplied successively by all the integers in ft, the different 
functions that thus arise may in turn be classified with repecl to the mo- 
dulus 9 into k^{v,p) different groups and the k representatives that 
thus arise, are had when we multiply the function f{x) by the k algebraic 
integers that constitute the representatives of the k classes. Further any 
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one of the representative functions may be used instead of the function 
f(x), as it is evident that such a function when multiplied in turn hy eaeh 
of the k algebraic integers that constitute the representative system will 
give the same system of representative functions as found above, 

Jf then ^1(^)1= ao^"+(/,,x""'-4- ., . + «,!, It is certain that one of tlie 
representative system of algebraic Integers, say p,-, is such that 

Hence we may replace the function gi [x) in the modular system 

[P, #i(^), ^i(^)] 
by the element 

f]'i(^) = P-o''i(^)-=^"+'^^"-' + «^^'""'-i-'-'+"^ (mod V), 

wliere a, ,^2, ...,«/, are algebraic integers that are found among the Inte- 
gers p,, pa, -■■, P-l- 

We call f|'i(^) the reduced element of g\{x). Let (j%(^) be the redu- 
ced element o^ g^^x). 

It is seen that 

Since the degree ai(y.{x) is not greater than the degree of (j, (a;) we have 
by division 

where the coefficients of Q,(x) and R, (3:) are algebraic integers in fland 
where the degree of Ri (x) in x is less than the degree of either tji (a^) 
org,(a^). 

From the above relation it is seen that 

S,{»;)-Qi("')ff.(») + n.(»); 

and consetjitentij since 

Ri(a>).o [moilS*i('). 'j'.C^ll 
and 

S,(i).o tmodg,(»), B,(»)l, 

il follows that we may adjoin the clement R,(a:) 10 the system 
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and drop (J, (x) from it without changing the equivalence, so that 

Let the reduced element of Ri(.^) be ti^(x) and as above form the 
relation 

(;=(^) = Q=(^)H3(^) + R.(^). 

Adjoin 'Rzix) to the system, and drop from it <-^-i{^)- The sj^stcm which 
we have then to consider is 

[p, R.(^), K,(^-)l- 

As the degrees of the new elements that are adjoined to the system are 
being continuously decreased and cannot become negative, il is seen that 
by continuing the above process we must finally have 

[p, H._,(^), n.(.^)i 

and here either H„_,(a;) is divisible by H„{3;) (modp) o/-H^(j;) becomes 
an algebraic integer which is relatively prime to p. 

In ihejirst case the modular system [p, ll„_,(x), H„(a;}] is equivalent 
to [p, H„(a:)] and in the second case il is equivalent to [c] and is wilhoul 
further interest. 

In precisely the same manner ihe more general modular system written 
above 

reduces lo a system of the form 

[f,F(^)] orto [.]. 

The latter case being without interest, we shall consider more closely 
ihe system 

[)■, F(;r)], 

where the element F(.r) may be written 

in which Yi, -I'a, .. ., y.f are found among the quantities p,, pai - ■ ■, pj- 

The residues (incongruent quantities) of this modular system must 
have the form 

where the ^'s can have any of the values p) , p^, . . ., p^. 

The number of functions having this form is consequently A-''^ and 
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C COMMUNICATEONS. — SECTION 1, 

since one of these funcdons is divisible by the modular system, tlie total 
number of residues of the modular system is y := K^ — i . 

Denote ihese v residues by R), R^, .. ., R„. It is easy to prove that 
these V functions are incongruent [modp, F(;s)], as are also the products 

RiR], HiRa, R;R!, -.., R,R. (;*-= c, ^, ...,■-). 

"We consequently have 

and also 
or 

r;'JJr/,^J"|r,- fmoriv, f{^)] (<= .,2, ...,v). 

Since further X^\ Ra is not divisible by the modular system [p. F(^)], 

it foUovvs that 

B;^, |mo(l,,, F(.r)] {i = ^, ;.. ...,;), 

whichis ?i general form of Fermat's theorem. 
Writing for v its value /:'■' — i, it is seen that 

Rf = R,- [mod V-. I'(=^)] (.^1,'i V), 

and consequently also 



where '^{x) is a quantity belonging to the realm [c x]. 

Hence {mod p) ihe function x''^ — x is divisible by the function F [x) 
(cf. Sehret, Cours d^Algebre superieure, I. II, Chap. Ill, p. i3i; 1866). 

With Serret (loc. cit.) we say that the function F{x) is decomposable 
into factors a{x), ^(x) (mod p), if it is possible to determine a func- 
tion y^{x) such that 
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11. IIASCOCK. — REMAHKS ON KROSEGKER'S MODULAR SVSTEIUS. iMl 

where all the functions introduced belong to the realm [i-, x]; other- 
wise ihe function F(^) is irreducible (mod p). 

If then the relation (i) is true, it follows al once that 

[p,l-(^)]c^l..i.^(^)i(^)l- 

Suppose further that f (x) and <\){x) have no common factor (mod p). 
We may ihen prove that 

[[1, F(r)|c^[t), <jU')J[l>, 'l'(.«)l- 

For the product jusl written is equivalent to 

But, since w(^) and']j(a:) are relative prime to each other, their greatest 
common divisor (mod p) is ^' and may be written 

.-^-f(^) + ^(:^) [mod;.]. 

Hence we have the equivalences 

We may therefore consider next a system of the form 

where ^(x) is an irreducible function (mod p). 

This system is a prime modular syntein {cf. Krowecker, Werke, HI', 
p. .58). 

Suppose that '^(x) has the form 

where y,, ■^■•, ..., yj are lo he found among the fixed Integers p,, 

There are consequently m:^k^ — i residues of the system [p, ¥(.«)] 
which we denote by ;■, , r^, . . . , ;■„, . 
We therefore have as above 

Lemma. — ///■ denotes any of the above residues and if 

G(r) = A„,-+A,,-"'-i-...-hA„, = o [modp, ^(^)], 
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where Ao, A|, . .., A^ are integral functions in x whose coefficients 
belong to the realm [c] and A„ ^ o [mod ip, f (ic)], then the above 
congruence cannot have more than m incongruent [modp, f>{^')] 
roots. 

We shall first prove this lemma for the special case m ^^ i . 

Take the congruence 

A„^-+ Ai ^ o [mod p, <f{x)], 

where Aj, ^ o [modjl, ^(a;)], and suppose that /■, and r-, are two roots 
of this congruence, so that therefore 

A,n+AiE^o [mod^, -f(^)], 
and 

Ai,/'2-i- A., ~_o [modp, ■^{x)]. 

Bj suhtracllon we have 

,\,{r,-,;)^o fmodfi, y(^)], 

and since A„ is not divisible hy the prime modular system [p, <f(^)], it 
follows that 

r.^.r, [mod,., cp(^)]. 

Hence a congruence of the first degree can have at most one incon- 
gruent [mod p, <f(x)] root. 

ReUirning to the genera) case suppose that n is one of the roots of the 
congruence 

G(--) = o [modp, (=,^)]. 
lio that therefore 

G(r)-G{r,) = (,-_ ,.,)Gi(r) = o [modp, ^(^)], 

where G, (/■) is a function of the same nalLire as G(/') and is at most of 
the (/n — i)'' degree in r. 

By the method of induction, grant thai the lemma has hcen demon- 
strated for functions of the (m — i)^' degree, so that therefore 

G,(^) = o [modv, 9(^)] 

cannot have more tlian m — i incongruent roots, then from ahove since 

r~ri = o [modp, f(x)\ 

■cannot have more than one root, the theorem is proved in general. 
Suppose next that the congruence 



>upp( 



G(/-)so [modp, ^(3.)] 
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n. IIAXCOGK. — llEMARfiS OX KROXECKEHS MODULAR SYSTEMS. 'hi 

lias exactly m incoogrueoi, rools [mod p, ff {-i')! ^^"^ ^^^ l.liese roots be /■, , 
J'a, ■■-, I'm', again let 

and form the cODgruence 

"^ i |.mod ,,.(;.)]. 

This congruence is at most of the (m — i)*' degree, since the terms Ao/'"" 
cancel each other. It has, however, more than {m — i) incongnient rools 
[modp, tf>(^)] since it is satisfied by the /n functions r,, r^, -.., r^. 
Hence all the coefficients of this congruence must be divisible by the 
modular system [p, 'f{x)]- 

It follows therefore that the congruence (i) must be satisfied identi- 
cally, and we must have 

_Ai=n+,-, + . ,.+ ,■„, [moclp.-pCa.)], 

-F A, 5^ r, ;■, + ,•,,-, -4- ... -H ,-,„-, /•„, [ mod p, tf (a^)], 



If iherefore the congruence of the w'* degree 

has exactly m roots r, , /-j, . . . . , /■„,, we have identically the con- 
gruence 

G(r)^h,'Y\i'--n) [modTi,^(^)]. 

Returning to the congruence 

,,*>._,_, ^0 [modp,9{3;)], 

it has been shown that this congruence has m = P- — i roots /■,,/■:■,..,, r,„, 
ihese roots being the residues of the system [p, cfl{a:)] in which the ele- 
ment f{x) has the form 

The residues are consequently of the form 

where S,, S^, . . . , Sj can take any of the values p,, p^, ■ . ., pA- 
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-.--n [-(->- 



i-S>)l 



|m=d,, .(,r)J. 



where the product estcnds over the totahly of functions that are had when 
for each of the S^ we substitute in turn the k values p,, pj, ..., pjt, 
excepting the one parlicular case in which each of llie S\ is replaced bj 
the p that is = o (mod p). 

Equating ihe coefficients of equal powers of /■ on either side of the 
above congruence, we have tlie very general form of Wilson's theorem 



n<= 






where the product is to he taken over the totality of functions in whicli 
the Sj have tlie values just mentioned. 



Primary prime functions. 

"We have written m = A-*~ i where A- = ( c, })) ^ N(p) = /)/, ^ bring 
is the smallest prime rational integer that is divisible by the prime 
ideal p and where ihe positive rational integer / is the degree (Dedekind, 
p. 565) of ihe prime ideal p. 



Hence 



m =p' 



.V_i 



nd the abov€ 



mgruence may be written 



Consider ibe scries of functions 

[^(^)K, [4<(^)jr, i^(^)j/'% ..., 

where 4'(^) is any arbitrary integral functions in x whose coefficients are 
integers in Q. 

In this series we must finally come to a function ['K^)]''' which 
is ^[i[i(a:)]''° [modp, j>(^)]; for if this does not happen before, it is cer- 
tainly true for s ^= X/. 

We shall call the smallest rational integer h different from zero which 
satisfies the congruence 

the height of the function <h{x) with respect to the modular system 
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][. HANCOCK. — REJIARKS ON KEIOSECKERS MOCL'tAK SVBTEllS. I«5 

Raising Loth sides of ihe above congruence to the p'^ power, we have 

and consetjiienLij also 

[i/(^)\i'"-'^\<^{^)Y [mod,>,cp(^)l. 

If there/ore l = s (mod A), then is 

and reciprocally if 

Wa^)r^['h(:^)r l.mo<li.,'^(^)], 
(hen IS 

t^s (mod/i). 

We have indirectly proved also the foitowing theorems : 
L Ifs is incongriient to t (mod A), then is also 

\i/{x)Y^[^i^)r Imodp.o ,.)]; 
II. IJ 

then is s incongruent to t (mod h). 

Consider now the series of ihe infinite number of functions 

wx)r, w.^)]"\ w.^)Y\ {^i^)r- ..■- 

with respect to the modular system [(', a(^)]. 

The first /( of these functions, where h is the height of the func- 
tion i/{x) with respect to the modular system [p, f (3;)] are incongruent 
with respect to this system. The next h functions are repeated in the same 
order as the first h of then; consequently we may (c/. Dedekimd, p. 5^1) 
call the h functions 

Wx)r, \M.^)r< [<K^)]'"> ■•■- w.^)Y'--, 

the period of the function ^{x) with respect to the modular system 

[p. ?(*)]■ 

It is clear that the period of any of the functions [^ (^)]'''j where ( is a 
rational integer, contains the same functions with respect to the modular 
system [p, 'f (37)] as the period of the function '\{x). 

Suppose next in the congruence 
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ihal f= 1, and consider the congruence 

\^{x)y-^^i:c) [mod(i,^(3.-)]. 

Take first in the realm of ratioaal numhcrs the modular system 

\p, *(,-r}]. 

in which p is the prime rational integer thaL is divisible by the prime 
ideal p, and $(a:) has the form 



where g,,g2< ■ ■ -^ g), can have any of the values o, t, 2, . . .. p ~ 
There are consecjuenlly p'-— i residues of the modular system 



Hence if W(x) is any integral fuuction of a: whose coefficients are 
rational integers, we have 



[yr{^)]/A^ir[^) 


[mod/.,<f(T)]. 


Further writing as above 




?(^) = ^''+Vi'^^" 


' + T^-^-=-^----T 


ipposc tbat 

ffi ^ 7i 


(modp), 


^5 = ■!, 


(mod 41), 



g'X=-{l (modii), 

that is, the quanlilies g, and y,; g^ and y^; . . .; gi and yx are algebraic 
integers belonging to the same classes in the distribution that we made 
on page 1 7 . 

It follows at once that the modular system [p, ^(.r)] is divisible by the 
modular system [p, f (a?)] and consequently that 

[W(x)y>-^^{x) {modp,tp(a^)]. 

From this we see that evejy integral function in x with rational 
integral coefficients has a height with respect to the modular system 
[p, 'o{x)\ which is equal to the degree 0/ the function f{x). 

We shall now show reciprocally that every function of the height}, 
with respect to the modular system [p, f(x)] is congruent [mod p, 'p(^)] 
to an integral function in x of degree not greater than ')- — -i whose 
coefficientfi are rational integers that have been reduced (mod/*). 
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RESURKS 0\ KnONEfiKERS MODULAR SYSTEMS. 187 

In accordance with what was proved oljove, the congruence 
,-,.>._,.^„ [mod p, 0(3;)], 

is salisficd by llic/j'' functions 

^,j^'--i + ^ia;'.-2-^-....-l-^),, 

where the ^'s take the values o, i, a, .... /J — i, and further since these 
p'' functions are all incongruent [mody, ^(■2^)]> ^^ follows that the con- 
grneiice 

has as many incongruent [mod p, f (^)] roots as the degree (i^=/3''- of the 
congruence, and consequently see p. 23 (if ''i, r-i, . . ., 'V-n '"rf^ o) arc 
the roots of this congruence, we have the identical congruence 

'■"'■- '■ = r('--''i)('--''0.--C''-'V-i)--o [modp,o(^)]. 

If then /(3;) is a function of the height X wilh respect to the modular 
system [y?, »(.-k)], tlion we must have 

\'L{^)Y'-~ '1(^)^0 [n>c.(l,,,9(,r)], 
and therefore 

yS^) tz(^) - '■. ] [x(^) -'■.]■•■■ \yS^) - '■./-. J ■^- [""od p, 9(^)]. 

From this il follows that 

■/_{^)^r [modi.,f(^)], 

where r is one of the integral functions ''i, ''n, - . - , ''rf_i,''rf=Oj whose 
degree is not greater than 1^ i in a; and whose coefficients are rational 
integers, reduced, mod p. 

Reciprocally : If y,^{x) is congruent [mod p, tD(^)] to r, where ?■ is an 
integral function in x whose eoefficieuls are rational integers, so that 

■/S^)^'- rmodp,-?(^)], 
then is also 

. Vlix)Y^^rP'- [madp, ^(:^)]. 

But since 

'■"'-'■ [".•«!.,?(»)], 
It loUows that 

[ySx)y'-^r [modp,y(3.)], 
and consequently 

[X(^)P'^X(^) [modp,^(^)]. 

We have then the theorem : ece/y integral function in x whose 
coefficients belong to [c], which is congruent [mod p, f(x)] to an inte- 
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gral function in x whose coefficients are rational integers, has the 
height y. with respect to the modular system [V, f(^)]; ctn,d every 
integral function in x whose coefficients belong to [c] that has the 
height X with respect to the modular system [p, tp (a;)] is congruent with 
respect to this system to an integral function in x of degree not 
greater than X — i with rational integral coefficients, reduced, moA p. 
We know thai if 

B(M,p, -■, ...) = ;=!"+/ii"-i3 + ..., 

is an integral function in the f|uanlities a, ^, y, ■ ■ ■, and /, /, , . . . , ai-e 
rational integers that 

[R(«,|3,Y,.,.)];'^ti(^/',3/',Y/>,...) (mod/.), 

where /) is a prime integer. 

Hence also, \i p is divisible bj the prime ideal /^, 

Suppose nest that '\{x), any function of the realm [i',^], has the 
height h and form the symmetric function 

''=Sirj'(^)j. ['M^)j'M'!^(^)j"% ■■■,i'^(^)i"""';, 

so that consequently t is an integral function in x whose coeffieients are 
integers in 0. 
It is seen that 

""= (S If'^'^'i' i^i^n'' ['i'(^)]'". ■-■- [-K^)?'-;)" 
^ Si[i'(^)]M'!'(^)]"*.['Ka^)r, ■■■.['!'('^)K; 

= Sli^(-^)]"j'i'(^)r, ['ki^)y\ ■■■,'M^)i ('"oap), 

01- 

d/'i^ 3- (mod p). 

il follows also tliat 

(7/''-=T [niodi.,9(.70J. 

From ibis it is seen that since the height of the function cr with respect 
to the modular system [p, 'fix)"] is 7>, the function it is congruent 
[mod p, '■f{x"}\ to an integral function in x of degree not greater than 
X— 1, whose coefficients are rational integers, reduced, mod p. 
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In (he same way it may be proved that every integral symmetric 
function of the h functions 

[^(a.)], i^{^)r, [•^(^w'\ ■■■, [•i(^)]""-', 

is congruent [mod p, f (x)] to an integral function in x of degree 
not greater than X — i , whose coefficients are rational integers, redu- 
ced, mod p. 

Lei us nest form llie prodiicl 

!'--^[^]jl'—[i'(^)]"ii'--[^(^)i'"l---l'--[M^)]"""'|, 

which we denote by P(r, ^). 

Developing this product in powers of /■, we have 



where c^ , c-i, . . . .c/, are integral symmetric functions of the functions 

The function P(/-, a;) is therefore congruent [mod p, 'b{x)\ to an 
integral function of the h'^ degree in r, ivhose coefficients are inte- 
gral functions in X of degree not greater than X — i , and the coef- 
cients of these functions in x are rational integers, reduced, mod p. 

The function P(?',:^) may be called a' prime function (Dedekiwd, 
p. 571); for it is easily proved that it is not possible to determine two 
fu actions /(/-.x), g{r, x) integral in /■ and x such thai 

i'(r,x)^f{r,x)g(r,x) [mod ,>, .? (^)]. 

RoUirning to the congruence 

it is seen that if h is the height of the function i [x) with respect to the 
modular system [p, tp(a;)]. then 

\^{x)Y'^-i({x) [mori]),9(.^)]. 

Hence it follows that 

\ificc)yV^{i/(x)]" [modi.,o(;c)j. 

From this congruence {see p. 20) we must also have the congruence 

h = \f (mod /j), 

and therefore )>y must he divisible by /*. 
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We have therefore the iheoreni : llie height of any function with 
respect to the modular system [p, -fix)] is a divisor ofkf, where f is 
the degree of the prime ideal i^^ and \ the degree of the function f{x) 
in X. 

We shall next show thai If /( is a divisor ofAf, there exist functions 
of the height h with respect to the modular system [/>, f (^)]. 

If there exist such a fanction, say '^{x), then evidently there eslst h 
such functions, viz. 

H^), [l(^)]". ['1(^)1''% ■■■, W:^)]'-'-'- 

Hence on the supposition that there exist functions of the height II with 
respect to the modular system [ji, <p(3:)], it is seen that we can distribute 
all such functions into groups, there appearing h functions in each 
group. 

Denote the number of groups by y,i and consef|uently the number of 
incongruent functions of the height h wilh respect to the modular system 
[P, ?(^)]l'j/t/A. 

Since X/is divisible by h, we may write J./=^ hg, where ^ is a rational 

Also since 

___=,+^,.^.^-.H-....,-/.U-i./., 

SO that ^^^—~ is a positive integer, it follows that 



^^(,^)lM/--i-, 



--G{x), 



where G{x) is an integral function in x of degree pV — p'' with integral 
coefficients belonging to the realm 0. 
Hence 

Since 

[^ix)yy-'H^)^o [raodp,9(a^)l, 

has /?'*/ incongruous [mod p,f{x)] roots and since G{x) cannot have 
more than pV — p/' such roots, it follows that the congruence 

[H^)f~ 'hixy^o [mod p,f{^)] 

must have at""leasl/>^ such roots. Since this congruence cannot have more 
than this number of incongruous [mod p, f(x)] roots, it follows that the 



y Google 



hasp'^ incongruent [mod p, <p{^)] roots. 

It then we have a function 73(3;), which has the height /( with respect 
to the modular system [p, tp(^)], it satisfies the congruence 

(1) [T^i0,)Y^w{x) [lTL0dp,O(^)], 

and reciprocally if the fonclion ijj(x) satisfies ihc congruence (1), it has a 
height A or a height d, where d\s a divisor of k. 

Hence we see that each of the incongruent [mod p, a(:c)] roots which 
satisfy the congruence (i) has either the height h or a height d, where d is 
a divisor of A. 

If (/ is a divisor of /t, then the nitmber of the incongruent functions of 
the height d with respect to the modular system [p, a(^)] is, employing 
the above notation, dya. 

It follows therefore thai the number of the incongruent functions of 
the height h or the height d, where rf is a divisor of A with respect to the 
modular system [p, <f(^)] is 

2''/..'. 

where the summation is taken overall the divisors of /i, including h itself. 
Since [his number is also equal to p'', it follows that 

We have seen (p. 27) that 

where the product is to be taken over a system of p'' incongruous roots 
which have the height h, or the height d, d being a divisor of h, with 
respect to the modular system [p, '^{x)'\. 

If one of the roots rj, say, of the above congruence is of the height h 
with respect to the modular system [p, <f (^)]i the product 

('•-'-.)('■ -'!)('■ -'■n-.-{'-'-r ')- 

enters as a factor In (I). 

We may write for this product the function P(r, x) which is integral 
inrand^K, of the h degree in r, and in a; not greater than the X — i degree 
and whose coefficients are rational integers, reduced, mod/>. 
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I<|2 SECOSDE PARTEE. ~- rO\['l:RE^CES ET COMIIUNICATCONS, — SrfiTlON 1. 

Iq the same way if t/is a divisor of A, there enters as a factor in (1) the 
product 

where i\is a function of the height rf with respect to the modular system. 
We may therefore replace this product by another prime function inte- 
gral in /■ and x, of the d'^ degree in /■ and a degree not greater than 
\ — I in X, whose coefficients are rational integers, reduced, mod p. 
It is thus evident that 

,y.„,.^JJp(,-,,r) [mo<;lv,o(,r)l, 

where the product is to be taken over a certain number of prime functions. 

Such prime functions in which the coefficients of the highest powers 
of /■ are unity are called primary prime /unctions. 

If we denote by (o^ the number of primary prime functions that occur 
to the height d with respect to the modular system [p, o(^)], it may be 
shown that (') 

Consecjucntfy the above product is to be take/i o'^er all the existing 
primary prime functions P(r, x) whose degree in r is h or a di^/isor 
of h and in x the degree is not greater than \ — i , wliose coefficients 
are reduced (mod/)). 

The theorem has been proved by Dedekind (p. 571-572) for the simple 
case of algebraic integers taken with respect to a prime ideal. I shall 
therefore calt it Dedekind's theorem. It seems to have, a similar signi- 
ficance in the extended realm of rationality as the theorems of Wilson 
and Fermat in the usual realm. 

In his lectures at Berlin, Professor Frobenius worked out in greater 
detail the Dedekind results, and, following his methods, I have derived the 
above results for the algebraic functions in the realm [c, x'\ taken with 
respect to the prime modular system [fi, tp(a;)]. In a doctor's thesis at 
Paris I have extended the theorem for the case of several variables (see 
~dnn. de VEcole Norm. Super. 1901). 

As none of the prime functions in the above product is repeated, we 
may write the following Equivalence 

(A) [V, ^{x), rP'-- r\^J\\!f, ^(^),P(.vT)], 
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II. uANCoci;. — nEua.RKS on KnoNECKEns iiODUT.An systems. igi 

where the product is to be taken over all possible moddlar systems of ibe 
form [p, ■^(:r),P(r, x)], in which for the primary prime function P(r, ^) 
we write all possible primary prime fiinclions whose degree in /■ is A or a 
divisor of k, and whose degree in x is not greater than X — i , and whose 
coefficients are reduced (modjo). 

For as we confine ourselves to rational integral coefficients in these 
primary prime functions, it is evident, since any two of these functions 
fm(/', x) and P,i(r, x) have no common divisor in ;■, that we can find two 
functions P^(r^ x) and P„(r, a;) integral in /'and x with rational integral 
coefficients such that 

where k(x) has no common divisor wilh f(x) [mod p], 

it is also seen that we may determine two functions /((x) and •f{x) 
integral in x with coefficients in [*'] so that 

where a is an integer in [c]. 

Finally it is seen that the greatest common divisor of % and p is i', 
or a + p = f. 

Hence ihe product 

is equivalent lo 

From the elements p-, Pf(ar), pP„(r, :c), VPm{>',^) we construct the 
system 

As we may now adjoin p to the system (1), we form from the elements 
P'-f{x) [which may also be adjoined to (I)], 'f(xy, (f>{x)P„{r,a;) and 
f(x)V„,{i;x) the system 

Hence the system (I) is eqnivalenl to 

and consequently also the equivalence (A). 
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SOR LA 

DISTRIBUTION DES NOMBRES PREMIERS, 

Par IIELGK yon KOCTI (Stockholm). 



Les r^sultats dont je vais dire quelques mots concerneni la fonc- 
tion_/'(a;) de Riemann ct les fonclions ntim^rlques analogues (' ). 

Soit X im nombre posiuf donn^; d^signoQS par F(3;) le nombre des 
nombres premiers inferieurs a a: el definissons avec Riemann la fonc- 
\S(ya.f{x) en posant 

/(a:) = F(,r) + ^ F U^) + i F (^j) +. , . . 
Definissons encore la fonction niim^rique ^\{_x, r) par la formole 
']'(^''-}='^p-''i<'SP-+- 2 P""" '"SP -^ ■ - - • 

la premiere sorame s'elendant a Lous les nombres premiers inferieurs a x, 

la seconde h. tons les nombres premiers inferieurs S 3^ et ainsi de suite. 
Ces fonctions/ el '^ sont li^es par la relation 



A^)-/ ^{^,r)dr. 



Ponr Iroover tine expression de <['(^, '■) n 
depart la formule d'Euler : 



s etant suppose reel et plus grand que i et X^{s) eLant la fonction de 



fi) On trouvera la demonslration de ces resuUats dans un Memoire qui 
public dans les MatheinatUohe Annalen. 
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jgO SECO^DK PARTIE. 

Riemanii definie, Eani, que la panic reelle Rs > i , par la formule 



Dans celte formule, rempla^ons s par /■ -|- t^s, i' etant un iiombre positif 
entier, el miiUiplions les dens membres par 

Faisant la somme de toutcs les egalites obtenues en prenant siiccessi- 



et remarquant que la sonime dcs premiers membres est nne serie multiple 
absolument coiivergente, il vient 



Zp-'logp 



[,„^ (;.) J + S/,-^r|og^[,_e (cO J+,..= ,ir(^,s,r 



^V(^,s,r) = 






On d^montre sans difficiiItS qae la s^rie du premier membre converge 
uni/ormement pour les grandes valeiirs de s. Pour passer a la limite 
(s^oo) II esL done permis de mettre dans chaque lerme s ^m. 

Or, on a 

-[■--^^'']h:; :: :::: 

(le cas/>''^ X esL exclu si, comme nons le supposerons, .v n'esl pas un 
norabre entier). 

Le premier membre dc notrc formnlc so reduit done a '^i-^: '') et Ton 
obtieot 

On trouve dc ro^me 



.y ^lim>r(^,., 



f{^)= / lim^r(x,s,r)dr 



Poiirce qui va siiivre, il est essentiel d'observer qu'on n'a pas besoin 
d'aller jusqii'i la limite s =:<x> : pom- avoir une approximation suffisante, 
il suffil de prendre 
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H, VON KOCH. — aiR 1.^ IHSTHIRUTION DES NOSIBRES PllEMEERS. 1^7 

On pent demontrer, en effet, que, dds que s satisfait ii celte condition, 
I' expression 

(>) J ^V{T,$,, ■)<!,• 

ne differe de f{x) que par une quantite inferieure a un nombre fixe. 

Or, si I'on decompose - en elements simples, en s'appuyant sur le 
th6or^me foadamenlal de M. Hadamard {Journal de Mathematiques, 
iSgS), nos expressions prennenl des formes plus commodes pour le bul 
que nous nous proposons. 

Apres des calculs assez longs, mais ir^s elcmcntaires, on parvicnL a la 
formule suivante : 

,^, I X" '■'"■•■■ ■-""■="'-"-'°i'"-X" (,.-tiog. 

lA{x) d^signant le logarithine integral de x et la somme Sp s'etendant 
a tons les z^ros imaginaires de la fonction iC(j). Les fonclions a(^, s) 
et ^{x, J, p) qni figurent dans cet.te formule sont exprimees par des inle- 
grales d^finies et joiiissenl des propri^les suivanLes ; 

Si I'on prenait ^ =:: co, !a formule (2) se r^duirait a la formule de Rie- 
mann : 

fiT) = l.i(^; - log-. + f ;^,_^^|^g^ - SpLi(^P), 

qui, comme Ton sail, a ete rigoureusement deniontrcc par les travaux de 
M, Hadamard et de M. von Mangoldt. Mais on verra qu'il y a avantage de 
prendre s= 2x\o^x au lieu d'aller jusqu'a la limile (5 :^co). 

On pent demontrer, en effel, que les fonctions a(jr, s) el a.{x, s, p) 
satisfont aux in^galiles 

|«(:^, .)| <^ ^, , , , 

( des que s 2 sa^losa^), 

k designanl une constante. De la el du resultal enonce pins haul snr la 
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;ntre/(;c} et I'inlcgrale (i), il r^suUe que, pour 



I' expression 



h\(x)- 



' logiffZ^p' 



'pis 



lie diffhe de la fonction f{x) que par line quantite infirieure a un 
nombre fixe. 

II est facile de di^monlrer que la serie qui figure dans ceLte expression 
converge abiolument et uniformement par rapport a x dans tout inter- 
valle fini. Ce sont la des avantages que presente cette s^ric sur cellc qui 
figure dans la formule de Riemann. 

On pourrail se servir de ce resultat ponr le calcul de la fonction f{x). 
Mais, pour cela, il faudrait calculer les racines p, ce qui parait extr^nie- 
ment difficile; et d'ailleurs la serie presenle encore eel inconvenient que 
la convergence devient moins rapide k mesure que x augmente. 

Si la formule oblenue n'est pas commode pour le calcul de/{x), elle 
est, semble-l-i],int^ressantepoiirre/i((/edes propria t^s de cetle fonction. 
Ainsi, clle permel de demontrer(') le th^oreme siiivaiU, sur I'ordre de 
grandeur de la difference f(x) — Li (x) : 

Si I'oii admet, avec Riemann, que la partie reelle de chacun des 
zeros p est egale a | (^), on obtient 

k designant une constante ■ 

Comme la difference f{x) — F{3r)est de I'ordre de \jx, celte m^me 
formule s'applique k la fonction F(^), qui esprime corabien il j a de 
nombres premiers inf^rleurs k x. 



(1) Mac autre demonstration, fondee ^galement sur I'emploi 
I — e-^'', se Irouve daos mon. Memoire Sur la distribution des itoii 
{Acta mathematica, t. XXIV). 

{') On sait que Riemann {Math. Werke, I. AuQ., p. iSgl a enot 
probable ce theoreme, qui paratt Stre d'une importance fondaii 
theorie des nombres premiers. Malgre bien des efforts, on n'a pu en 
tier rigoureusement. Mais, d'apr^s one Note recente de M. Jensen 
matica, t, XXII), on peut esp^rer que cette lacune ne tardera pas i 



de la fonction 


.bres premiers 


ce comme trfis 


entale pour la 


core le dSmon- 


{Acta matke- 


1 etre comblee. 
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COVARIANT RESOLVAINT DE LA FORME BINAIRE 

DU CINQUIEME ORDRE, 

Pak M. Raout. PERRIN (Paris). 



Dans iin M^moire publie en 1884 dans VAmerican Journal, I. VI, 
M. MacclijUock tncnlionne comme nouvelle la r^solvanle sextique 
W = 25T^— UP = 

do r^quation in cinquieme degre U^=o, en ajontant qn'elle aurait ete 
obtemie par Scliiilcnburg en 1881, sans une faute decalcul qui avail vicie 
ses resiiUats et dont personne ne s'^tait aper^u depuis. 

J'avais annonc6 d^s le mois de decembre 1882 I'existence de cettc re- 
solvante covarianle de U, en indiqiiant tr6s sommairemeni le principe de 
lamethode suivie, dans nne Note publi^e dans leTome XI(i88a-i883) dn 
Bulletin de la Sociite mathematique de France [Sur les cas de re- 
solubilite par radicaux de V&quation du cinquieme degre). 

Cette r^solvanie que les malh^maliciens americains onl qualifi^e de 
centrale, par opposition aux aulres resolvantes ant^rieurenient connucs, 
est consid^r^e par eux comme la plus simple et la plus commode. Dans 
vin M^moire de 1 898 {American Journal, t. XX), M. Macclintock donne 
I'expression de I'une quelconque des racinea de W en fonction des cinq 
aulres, et aussi en fonctiou des racines de U : cette derniere expression 
diff^re seiisiblemenl, au moins en apparence, de ceile qui r^sulte immiS- 
diatement de la marche que j'avais suivie en 188a pour obtenir la resol- 
vante Wi=o. II y a done encore quelque inlerSt a faire connaitre en 
detail cette marche et les calculs qui permeltent d'arriver au resultal donl 
il s'agil. Ce sera I'objel de la premiere Partie de ce Travail; dans une se- 
conde Parlie j'eludierai le covariant W kii-m^me au point de voe de la 
ihi^orie des formes, ce qui n'a pas encore ele fait a ma connaissance, el 
j'en d^duirai quelques consequences interessantes au point de vue de la 
resolution de I'equation du cinquieme degre, lant par radicaux, quand 
cela est possible, que par I'emploi des fonctions elliptiques. 



y Google 



I. 

Soil I'equalion du cinqui^me degr^, privce du second tcrme ct niise 
sous la forme type 

(i) Us«[3;s+iote=-+'io;ia-i+5(K5s-3A2)37H-«iu'-'2/in] = o, 

dans laquelle h, A, rt, .s, a' sont repectivement les p^ninvariants dits prin- 
clpaux, obtenus en fonclion des coefficients a, b, c, d, e, fde la forme 
complete 

par les formnles connues 

Ik = ao — h^, 
u' ^- a^f — 'lube 4- a«crf-l- 3&'rf — %hc°, 
et U derzvant de V par la subslitiillon 

X = .r — by, Y = ay 
et I'hypolh^sey =; i. 

Soienta^o, X\, x^, ^3, ^.1 les cinq racines de U, ct posons 

{y) ^i = e'y + 8"'f- + osii-H(i''m (( = o, i,2,:i,4), 

9 etant line racine imaginaire cinquifeme de I'unlle. 
De(3) ond^duit 

a^2 = 03'y=^-8"i=-l-&'^s^-9^im2^-■i(e^'■yi^-9i'■y/^-0'A■m-^-e2^//il-^/m^-/LO, 
ct, par suite 

2^; = .o(y™+H). 

On trouverait de m^me 

"^xj = ■io{j' k -+■ k^ m -i- l'<j -h mH) -^ 'io(j'- m^^ k^ l^) -h iiojklm, 

^xf = 5(j^+ k^+ t^+ m^)+ ,<,o(j'lm^- k^jl^ I'-km-^ m^j7.) 
-I- 150(775 0(2 ^_ /^-s/a _j_ l/^^ „i5 ..|_ ,nj2f.^ ). 
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[I. I'EnniN. — svR r.E covariant resolvat^t de la forhi; uinaire. aot 

£galant aux expressions donnccs par les formules de Newton, et po- 
sant, pour abreger, 

II viendra 

( X + ;i + 2o(^-f + P3) + 3o(aS -^ py) = '"^Aft - u^u'. 
Ce qii'on pent encore ecrire 

Les huit quanlit^s a, p, yi §> Sj 'Q-, ^i f'- sont en outre liees par les 
quatre identit^s sulvantes, faeiles a verifier : 

I -fS = «:; + ?.t, 

, SX + Y^t = s?-t- C^+ pg>-^ a-f2_ 4„fj(,5+ p.), 

II est clair que, si, an moyen des hiiit Equations (5)et (6), on pent ob- 
tenir les valeiirs de ces liuit quantites, en fonctioQ de m, h, n, s el u', on 
obtiendra _/■« et m^ par i'^qnatlon du second degr^ 

(7) X^-/.X-,= =o 

et dt! mgme k'' et I' par rcquatiou du second cJegre 

(8) Y^-^-Yh-P^-o. 

et I'on en dednlra I'expression des cinq racines de (i), an moyen des for- 
mules (3). 

Clierchons done a resoudre le sjsteme des equations (5) et (6). Nous 
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aoa si:co,Nnr partik. ~ i;onfereni;es et com Jii' nidations. 
poserons tout d'abord 



ce c[ui permet de supprimer les deux premieres Equations (5) et reduil las 
qiiantilSs inconnues a 6, savoir ; s, 5^, )>, [a, i> el z. Les equations siibsis- 
lantes deviennent, en y porlant les valeiirs de c, p, v, S tirees de {9), 

I ^ -H [1.= lA/i — U^k'— 20ij23, 

(10) ] ''('^ + i;) + f('-0="^^'-n^ 

J < = — a/tf53^_4ftpas_4yi + 8AH'^— 2/i(i^ — 4/1', 

' /i{>>-t-ji) — <'a{>. — (i)-l-£2+5!— a/i<.2a'-t-4ftcS3+8(>*-8/i''-~2fe/i'=o. 

Pour eliminer e, ^,7., |i, tirons e + (^ de la premiere equation (10), 
AH- [A dc la deiixi^me; Ja troisieme donncra ainrs I'espression suivantc 

pour s — i; : 

(lO -.-^= i[^=(s^-3A) + z.= (J, 

t ctant ]c pcninvariant defini dans la ihcoric de la lorme du cinquicme 
ordre par I'identite (ou sjzvgie) 

(la) n---^- ih''= 11^ Its — 11'^ t. 

La cinquicme equation (10) donncra do mftmo 

(i3) X - 11= -[^^{z»-i-i'ihz+n'-)-^u\lz-v-h')], 

h' etant le p^ninvariant gauche deiini dans la th^orie de la forme du cin- 
quicme ordrc par la syzjgie 



D' autre part, de la premifere el de la quatrieme des equations (10) on 
tire, en tenant compte de I'equation (la), 
Oi) i:2+^?^,^„.v^.(4/,3a_i_8,i^_i_8/,3_6uSj)<>2^-„s(„-ij3_4„/,i_4A5j;,_l_8;ii. 

La dernicre des equations (to) devient alors, en ordonnant par rapport 
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RESOLVAKT J>K LA rOBME BIMAIHE. ^.Oj 

(i6) a5p'— (s'+iiA^s^ons+eM^s — S/i2)(>2— (i5[;3=-i-/i'3 — ((!^-H-iA;;] = o, 
en tenant conipte de la sjzygie 

(17) nii'=u.-'-{!>"^-q)~%uki-^h^s. 

Pour oblenir vine autre equation entre c el z, il suffit de remplacer, 
dans I'idenllte 

les trois quantit^s t.-\-'C, e — "C, e!^ par leurs valeurs llrecs de (10) (pre- 
miere et qualrieme equations) et de (i 1). II vjent 



(18) 






II ne reste qu'a ^gaJer a zero le r^sultal des deux equations {16) et (18) 
par rapport a c^ pour obtenir une Equation qui ne renlermera plus que 
I'inconnue z. 

Mais, auparavant, on pent simplifier I'equation {18) en en retrancliant, 
membre a membre, I'equation (16) multipii^e pare*. Elle devienl alors 

Ajoutons encore au premier membre de cette equation celui de (t6) 
multipli^ par A-; elle deviendra 

-h 6u^ h^s -i- 4 u> hi -i- u* (q — s^) — Sh'-]v"- 

— «3[ftj(s2+ h°-h'z — k'{uq ^-aA(}-^- u^is] = o. 

Mais, si I'on tient compte des sjzygies (rs), (>4)) ('7) ^t, en outre, de 
celle-ei : 

(ig) n/('= 11'' St — u/iq — fi li'''t, 

on verifie sans peine que le premier membre de I'equation i5crile ci-dessus 
est divisible par As + n, en sorle qu'ora peut I'^crire 



(20) 






Le probUme est alnsi ramene a tjrer f et s des deux equations (r6) 
el(ao). 

Une premiere solution se presente tout d'abord : en faisant/is + n =^ o, 
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2<l4 SECONWi PARTIK. — CONFIJREKCES ET COMMUNICATIONS. — SECTION 1. 

I'equalion (20) est satisfaite quel que soit c ; il suffit done de remplacer s 
par — J- dans I'^quation {16), qui devient alors 

(21) 25Ali'*— «'(«A2s2+«3;2— a«2Asi -1-6/(3 i)y!H- 1(8^8(2= o, 

el qui fournit deux valeurs de c^ en fonclion des coefficicnLs de I'equa- 
tion (i). 

Mais celle soliuion ne pent elre consideree comme g^nerale. En effel, 
fj etanl une dc scs raelnes, on doit avoir, en vertu de {9), 

a == f-i — h, 
P= -(0.-1-/0, 



(0-A) 


a3-py = 0, 


c'est-a-dire, e 


n vertu dc (/,), 


(23) 


;7= ;«2 -H mj^ k'- = kj^ l^ H- Ik' 



Celle relation ne pourrait avoir Hen d'une maniero generale qne si elle 
se r^duisait a une identite quand on j reinplace/, k, /, m )iar ieurs valeurs 
tirees de (7), savoir ; 

/ = 12^'^" 

Or elle se transfornie dans ce cas en une relation entrc les einq racine? 
de (i), il I'exclusion des coefficients de I'equalion (i). Nous verrons plus 
loin que ce cas particulier rentre dans le cas general au point de vue de 
la solution du probUme que nous 6tudions. 

Prenons done I'eqnation (20) debarrassee du facteur hz + n. Elle esl 
du second degre en i'^, comme I'equalion (16), et le resultant de ces deux 
Equations, egal6 a zero, donnera I'eqnation en z que nous clierelions. On 
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sail cjii'un tet resullanL peiU s'^crire sous la forme 

(AC- CA')2^ (BC'~ CB') (BA'— AB'), 
dans laqueilc nous avons ici a faire 

C ^—u''[i3'^+ k'z~(uq -hiht)]. 



I KQ'—Ck'--=1'iu''[ts^+h•z--~[_Ll<j-^-■iht)z^nt — kh^]. 
(25) 7.Q'-ZW = u-'{pz-q'), 

{ BA'— AB' = — a5[3'-l-ioAs»-i-]OH3^+ S(i!=.s — 3/t=)2 +«'«'— 2 /m], 

en utilisant, outre !es syzygies deja rappelecs plus iiaut, ccUes-ci ; 

[ iir = ihh'—'inl, 

(36) / h'u' ^ u(3 h ^ qs — s') — 6/isl, 

! up = J/n-n^e — ,55-i-ri(5^ 

qui SOUL egalement connues dans la iheorie de la forme du ciuqiiieme 
ordrc. Mais on a pour la forme type du covariant canoniqiic T de la 
(brmc du einqui^me ordre : 

pour celie de son covariant lineaire !e plus simple : 

P=p3:~qy, 
et pour celle de la forme elle-mSme, commc il a ete d^ja dil : 

L'equaUon en z, resultant de (16) etde(2o), n'estdonc autre que celle-ci : 
{.;) .5T^-UP = o, 

oil U, P, T soot rcspectivement la forme elle-m^me, son covariant lineaire 
le plus simple, et son covariant canonique (du Iroisieme ordre), dans 
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.TIE!. — CONPKIUiKCliS ET COMMUNICATIONS. 

lesquels on a remplacc ^ par z el y par I'lmite, C'est cc covariant 
(aS) W = 35T=— UP, 

que j'appelle le covariant resolvant, et que jc me propose d'^tudier plus 
loin au point de vue de la theorie des formes. 

Voici done quelle sera la marche i suivre pour resoudre par radicaux, 
quand cela est possible, l'6quation dii cinqui^me degr6 priv^e du second 
terme. 

Former le covariant W et chercher s'il posscde an facteur rationuel 
R^ + 'iy. S'il en esiste un, poser s, ^^ — — • 

Soient T|, U,,P| cequedeviennentrespeclivementT, U,P, quand on y 
fait x = s,,y=^i. La racine commune aux deux Equations (i6) et (ao) 
sera, comme on sail ; 



/ T, II'- / Pi 

■■■=-"V"uT="'t1/-t;- 



Calciiler alors a, p. X et [/ par Ics formules suivantes, tirees de (9), (jo) 
et(i3): 

I '^ L ^'i J 

Prendre pour^^ et m^ ies deux racines de I'cqualion 
(7) X = -AX-^-a^=o, 

et pour k'" , /■' Ies deux racines de I'eqnation 

enchoisissantlessignesdemaniere a satisl'aire aux equations do groups (4), 
compl^t^es par (9), savoir 

'=" iiiy:;t::;:;:;:; 

ct enfin calculer Ies ciuq racines Xi,. Xi. . . . ,x,, par la formulc (3). 
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CoHime loutes les quantit^s iiilerm6diaires employees dans les calciils 
ci-dessus {h, n, it', t, k',.. .) sont des peninvariants de la forme binaire du 
cinquicme ordre, rieii n'empeche d'appliquer les formiiles et la marche 
qui vicnoent d'^ire indiqii^es k 1' (Equation g^H^rale 



i6X'- 



iocX3-i- 



QdX^-h5eX+f = o 



y condition de prendre pour s, I'expression — I- s', , ;', etant la racinc 
rationnelle du covariant W construit avec la forme complete (a moins 
qn'on ne pr^fere cooslriiire le covariant W avec les peninvariants comme 
si Ton avail pr6alablement fait disparaitre le second terme de I'eqiiation) ; 

etensuited'ajoiiter Schacnne desracines XdjX,,-. . , x^ ponrobtenir 

les racines correspondantes Xn, X,,. . ., X, de I'^qnation g^n^rale. Les 
peninvariants el invariants a introduire dans les calcnis s'obtiendront 
d'ailieurs ais^ment de proche en procbe par les formules suivanles bien 
connues, dont j'ai d^ja rappel^ ci-dessus les cinq premieres : 



,1 ^a^d — iabc-h'ibi, 

s ^ae — ibd-i-'ic", 

u' = a^_f — oabe ■+- lacd -\- %b^d — Gic^, 

t = aoe -i- 1 bad — ad'^^b"- e — o^= ~{ ii^ • 
u^q r^ ii^s^—Cuht^ih-'s — itii', 

up = 3k + -lqs — s'+^t", 

us' =s^t — Zqt-~hp, 

uK =(J,-i:,s')f-p(q + s^-), 

3((L:=(/)i-i-4Js'— Ks)( — 3pss', 

uh' = hu'— lis, 

ur = ihK^^nl, 



Cas oic w = o. — Un cas particulier inl^ressant est celui oii le cova- 
riant W admet le facteiir j/, c'est-ft-direoiilep^ninvarianHv^ 2 5 (^— up 
qui est sa source se trouve nul ; c'est ce qui arrive par exemple pour 
I'^quation de Vaiidermonde, dans le calcul des racines 1 1'''™*^ de l'unit6 : 

X-> — X*— ,1X'+3X5 + 3X~i = 0, 
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Dans ce cas, I'eqiiation (27) s'abaisse au cinqiiieme degre; on peiil 
prendre z, = co, d'ou a = p, el c 1 = o. En introduisan l ces hypotheses 
dans les equations (9), (10), (i i), {i3), on trou" 

OlSl = usi— lit, 

J -H |i = a hit — u^ u', 

zZ, = ^h(iu' t -I- Q.h'-~ u.^ hs), 
it' A' 

u^uq-ht) 
/ _ [, _ ^__^.^- . 

Les ec|aalions (7) et (8) deviennent alors 

(33) x.+ fi„=„--t„± !'- "■?-'" '^^" )?: 



et le calcul s'achSve sans difficiiUo. 

Application d, I'equation de MM. Bougaiejf et Lachtine. — La 
seule application que je veuille donner ici pour la methode generate indi- 
qu^e ci-dessus sera la resolution de I'equation que MM. Boogai'eff et 
Lachtine out indiqu^e comme resoluble par radicaux {A /males de la Soc. 
math, de Moscou, 1890), savoir 



Posons 

A = ij'— 1, B = ;j.'— n, C = [I'^-f-,!. 

L'eqiiation (34) deviant 

4C().a;)5-uAB{Xa:)-§-aB = o, 

Pour le calciil des jicninvariants succcssifs, on peul prendre 



f-TC.' 
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d'oi'i 

.- I - - = — (= u'= — ■ 

- J^'5L J - — h'-o - ^'^'' 

'■* J 'j ( 1 

Mais pour 3: = i, la parentliese s'annule en verlu des valeurs dc A, B, C 
en jj.'. La lesolvante W = o admet toujours la solution rationnelle i. 
PrenoDs done S) =^ 1 ; il vient 





'. 


^^S?G^' 








T,=- 




B 


B 




a= - 


■ .V/5C' 


P=- 


iov/5G^ 


B 


B* 


B 


B 


(-.A- 


4C 


~5^ 


^.ov/5C 


100 C 




1^- 


i(-^ 


A — 5 — 


/37J). 



Le caicul est dfis lors aise a terminer, si I'on se donne les valeurs de ]>.' . 
Prenona par es.emple p'^ — 1, ce qui correspond k ['Equation 

11 vienl alors 

A= — a. B= — 12, G = 5, 
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210 SliCONDI! PARTJIi. — CONrEllENtES ET OOJ1MUMCATIO>-B. — SECTION I. 

Les equations (7) cL (8) deviennenL 

etj en tenant comple de (3 1), elles clonnent 

d'ou pour I'expression gonerale des raoines de (36) 

(37) 37,-= J(9'|/l4'+-e"v^+0='v/T^-0"^3^). 

Ce resullat ne diff^rc que par la forme de ceJui qu'ont oblenii MM. Bou- 
gai'eiF el LacSitinc. 

Expression des racines du covariant W en fonction de cellesde la 
forme da cinquiime ordra. — D'apres les calculs qui ont conduil k 
prendre W comme r^solvante, une racine z de ce covarianl a pour expres- 

En remplacanty, k, l,m, par leiu's Yaleurs lirees de (24), on Ivouve saiis 
peine I'expression suivanle de z 

r !t'L-CiS!i+iXi^i— f^^LxiWi+i^i+i— t^ix}^,-^ l.Xi3:f^.^-^ S37,-a;,^j— •S.Xia:}^^ 

expression dans laquelle le signe S s'applique aux cinq valeurs de i, et 
qui o'a elle-m^nie que six valeurs quand on permute les racines entre 
elles de toules les maniferes possibles. 

Dans le cas particulier envisage plus liaut. oii 'jZ = [iy; (:ette relation 
donne, en vertn des Equations (5), 

el, par consequent, la valcur particulicre de z, que nous avions trouv^e 
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R. PEnni.N. — sun i.e rovariakt kesolvaxt dh l.v forme jiinaiee. an 

egale a — j- dans ce cas, est egale a 

^ -V 
i. — p' 

c'est-a-dire a sa valeur dans le cas g6n^ral. Le cas parliculier ou aS = ^y 
ne se distingue done en rien du cas general, el I'on obtiendra toujours la 
solution en consid^rant le covariant W tel qu'ij a et^ d^fini, 
Les racines de U etant ecrites dans I'ordi-e 



on obliendra les vingl permulaLions qui laissenL s invariable en ^crivanl 
les monies racines de a en 2, de 3 en 3, 011 de 4 ^1 4i puis en prenant 
nne (|uelconque des racines pour lettre initiale. On en conclut sans peine 
que les six valeurs diff^rentes de z- peuvent Hre regard^es comme corres- 
pondanl aux six permntalions dn Tableau ci-dessoiis : 



an, a:,, a^s, icj, a:^, 

iCO, ^], ^i, ^%, 3^3, 

a^o, iCt, ^!, ^3, ^s, 

obtenu en laissant les rangs de x^ el de x^ invariables, 

II en resulie immedialeinent que, si U a line racioe double, par 
exemple a-^^a^j, les six valeurs de z deviennent egalcs deux a deux, 
el W doit devenir un carre parfail. Si U admel nne racine triple, par 
exemple iCa^ x^=^ x^^Xes six valeurs de s coincident, en sorlequeW doit 
devenir une sixi^me puissance exacte. Enfin, si U a deux racines doubles 
distinctes, W doit admelire un facteur double et un facteur quadruple, 
Je monlrerai, dans la secondePartie de ce Travail, comment on pent veri- 
fier qa'il en est bien aiosi. 

Mais, auparavant, il me reste a expliquer la difference qui existe entre 
I'expression de z trouv^e ci-dessus (formule Sg) en fonclion des racines 
de U, et celle qu'a donni5e M. Macclinlock dans son Memoire de 1898, et 
qui s'^crit ainsi, avec les notations que j'ai emplo^cSes : 



(^o) 



S,37/-Ci+i — S,a?f+i 
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IVi SKCONDE PARTIE. — CONFEHENCES ET COMMUNICATIONS. — SECTION I. 

Soient cinq quanlil^s quelconques x^, a^,, x.^, x^, x^, et posons 

On verifie aisement I'ldentite suivanLe : 
La valcur de z fonrnie par ( 3g) etani, 
[;>cat done encore s'ccnre 



Kl lorsque S.2tj- est nul, comme nous Favons suppose, eJle coincide avec 
celie qui fournil la rormiile (4o}, savoir : 



Mais, si Ton revienl a la forme g^nerale non pvlv^e du second terme, les 
deux expressions ne coincident plus. On pent, d'aillenrs, remarquer que 
si Xk, Xi, . . ., Xj sont les racines de I'^quation complete, Xg, x,, . . ., 
iZ^i celles de I'^quation privee dn second terme, les deux series de quan- 
tites sont li^es par les relations 



et que les formules (a4) restent encore vraies quand on y remplace les Xi 
par les X;. Done I'expression de la racine s du covariant W est la m^me 
en fonction des racines X; de la forme gen^rale qu'en fonction de celles 
Xi de la forme privee de second terme : ce qui devait etre, d'ailleurs, 
puisque W est un covariant de la forme, 

11. 

Le covariant resol van tW est une forme du sixjfeme ordre par rapport 
aux variables el du sisiSme degr^ par rapport aux coefficients de la forme 
quintique U. Ses qiiatre invariants jnd^pendants A, B, C, D doivent 6tre 
des fonctions rationnelles des trois invariants J, K, L de U; il existe done 



y Google 



11. I'EHniX. — SIR LB COVARIANT RESOLVANT DE LA FORWE BISAIRE. ^. 1 ,5 

entre A, B, C, D une relalion qui caract^rise W parmi les formes dn 
sixieme ordre, et qn'il est inl^ressant de rechercher. 

Calculons d'abord les quatre invariants de W, an mojen de la methode 
qiiej'aiindiqueeen i883 [Comptes rendas de I' Academic des Sciences)^ 
et appliqu^e depuis a diverses reprises, notamment pour I'^tude du sous- 
discriminant (Journal de Math^matiques pures et appliquees, iSgS). 

A cet effet, ecrivons W sous sa forme Ijpe, savoir 

oii les coefficients s'xpriment comme suit en fonclion des peninvariants 
de U : 



= — — Tlt^■^ — u{?ihq' — 10 rl — S/i'^) -I- - u^n", 

I +«\T^'— 78"^ + 3^"j^"(G?^-G"^j■ 

! «.„^_a5A5i:5+((7(2((4j^— 37'/) + w'ft.(2ys^ — :13s('- 33 Aj') 

-^-u^t(iJh — iit^)-i- u''(Jq-h6ss'). 

Calcul de A, — L'invariant A a pour valeur 

{/|3) ciJoM'j — 6rviiPs-h iSifjiPt — lOH'l, 

et, comme II est du second degr^ par rapport aux coefiicienls de "W, il 
doit gtre du douziSme par rapport k ceux de U; I'exprcssion ci- 
dessus, quand on y aura remplace (Vo, (*,, . .., Wf, par letir valeur, devra 
done devenir divisible par u", et le quotient se reduira a une fonction de 
J, K, L. 

Pour le calcul, il est permis de siipposer nul I'uii quelconque des 
peninvariants, par exemple t. 

Les coefficients de w deviennent alors, en tenant comptc des syzygies 
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pahttij. 
relaUves an clnquieme ordrc, 



«'a= -{hi]' — np — 5h'q), 
tvj= —(i^hs'^2qs'~^2iips). 

vps~ -^[^ohh' q — si h' q ~ 1 aiis' ~ ri^(u'p— Sq's)], 
w,.= u■'[ — /l{■igs^-hl7hs')-^■ u'(Jq -h2ss')]. 
En introdiiisant ces valeurs, on troave, toiiles reductions failes, 
(44) A= ^!(JK-iGL). 

Pour le calcul des invariants B el C, qui sont respectivemeni des 
degres 4 el 6 par rapport aux coefficients de W, et, par consequent, des 
degr^s z4 ^t 36 par rapport a ceux de U, je comtnenocrai par calculcr le 
covariant h' bifjuadratique le plus simple [Q] de W, celui dont la source 
a poiir expression 



Je calciderai ensuite les invariants quadratique et cubique de [Q], 
Icsqiiels ont pour vaieiir, comme on sail, respeetivemeut 

(40) S = -i(A5— 36B) ei 6 == ^!-(54C + loSAB ~ A'); 

A etant deja connu, I'expression du premier permettra d'obienir B, et 
celle du second, C. 



Calcid de [Q]. — Pour ie calciil des covariants, il n'est plus permis, 
en general, desupposer nuUmpenin variant quelconque. lVrais[Q] n'etant 
que du quatri&me ordre, le hessien H de U, qui est du sixi^me ordre, ne 
pent entrer dans son expression; h disparaitrait done de lui-meine du 
resultat. Rien n'emp^ehe, par consequent, de !e supposer nul, pour sim- 
plifier le calcul. 
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r DE L\ FORME BINAIBE. 5,1 5 

Dans cciLe hypolhese, i! vieni 

Substituant ces valciirs dans I'expression (45), on troiive en divisant 
par u' , toutes reductions faites, 

(47) [Q] = -J(aKS^-JSS'+i6S'^), 
ce qu'on jjeuL ecrire 

(48) [Q]=-^[3'^S'-(J + v/a)s][3.5S'-(J-v/4)s], 

en appelant A le Jiscriminant J^ — ia8K.de la forme primitive (J. 

Le covarianl bic|nadratiqiie [Q] etant decomposable en deux covariants 
quadratiqnes, ses invariants S et 6 s'expriment, comme on salt, en fonc- 
tion des discriminants 5, S' et de I'invariant commiin i de ces deux cova- 
riants quad rati q lies paries formules suivantes : 

( T^i2 = — ((2-i-ia5S'l, 

(49) ] _^ 

' '3' e-— ;f3fiS5' — (■!). 

Calcid de B ef C. — Kn vertii des relations (46), ii vient aloi's 

54O-M08AB— A':r. -i-^;(36SS' — i^). 

192 

Le calcii! de j, 3, 5' se fait aisemcnt en prenant les deux covariants 
sous Icnr forme type, savoir 

,5,, ([:i„--(j±/i),>.-,[,0(,.-+,O+i±5^»-]»j 

[ -h[32(«J; — ups — hs')-^ (j 3^ /A)(/is-4-3uO]S/'. 
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PAHTIE. — C0MFKREKCE9 ET C 

el supposant pour plus de simplicity 5 = 0, comme il est permis de le 
faire ponr !c calcu! d'invariants. On tiouve 



(53) 



- ' [j' — 3iJK~r530L + (J5+32K)v/A], 

- -[J»— 32JK — i!i3t>L-(J3H-32K)v/i]. 
96(i6L — JK), 



d'06 

(53) oE'= 2''[9{i61 — JKj5-(K'-f-3JL)i 

La iroisifeme des formules (5?.) equivauL a 



On pent des lors ^liminer i el SS' entre (54) et les deux relations (5o), 
et obtenir, comme relation caract^ristique entre les invariants A, B, C 
de W, I'identiie suivanle : 



(55) 



3375c + 2700 AB — d A! =0. 

s consequences de < 



Je reviendrai plus loin s 
ristiqne. 

Les formules (5o), (33), (^4) donnent d'ailleurs pom 
completes de B et de C 



i(JK- 



6L)= 



slation caracte- 
les expressions 



(K'+3JL)ii 

2'. 3= 2'. 3' 

_ 37(JK-i6L)s _ (JK- ^ i6L)(K^-i- 3JL)A 



Calcut du discriminant B deW. ~ Quant au discriminant D de W, 
on I'obtient par la melliode que j'ai indiquee, savoir en annulant les deux 
premiers coefficients deW, elevant le second au carre pour faire dispa-! 
raitre les peninvariants gauches, el eliminant lous les peninrariants droits 
au moyen des sjzjgies connues. Voici du reste lamarciie du caicul. Soit 
pos6 






icle. 



a5oo fi h"' -i- u'^q'^-'t- 1 1 
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R. PRRRIN. — SUR LK COVARIANT RESOIVANT DE LA FORHB BINAiRB. MJ 

Si Ton remplaee h'^, q'^, h'q' par leurs valeurs en fonclion des penin- 
Yarianls droits, la seconde equation devient, en tenant compte dc la pre- 
miere 

75A/i=+ ■>.oopql — loOjOj'f + u(]ps -h &3 ps' ^ i^ t -i- jo^Kt) = o. 

Mais si I'on ajoute au premier inembre la cjuantit^ identiquement nuUe 

25i(uK — 3 St -h I'is' t -vpq -T-ps°-) — j5p(iis'^ s^t -i-igi -h hp), 

il se reduil k 

((128K— J^). 

Lc covariant W n'admet done un facteur double que dans les deux cas 
suivants : 

i" Si D ^i:^ J^^ 128K est nul, c'est-a-dirc si la forme U adrael ellc- 
meme un facleiir double. 

2° Si ( = en m^me temps que (Vo = o, ce qui esige que UP ait ce 
facteur commun avec W^ aST^ — UP; maisalors ce facteur etant double 
dans W et dans T^ est double aussi dans UP; et si I'on suppose que A 
ne soit pas nul, il faut qu'il soit commun a U et a P, ce qui exige que les 
resultants de T et de P, aussi bien que de U et de P, soienl nuls. Le 
premier de ces resultants est t'invariant gauche I de M. Hermite; le 
second est, comme on salt, 1(1^^ 3 K); pour qu'ils soient nuls simulta- 
n^ment, il faut que I soit nul. 

Done enfin le discriminant de W se reduit, a un coefficient numerique 
pres, au produit d'line certaine puissance de A par une certaine puissance 
de I ; et comme il doit etre de degre 60 par rapport aux coefficients de U, 
alors que A et I sont respectivement de degr^ 8 et 18, on a n^cessaire- 
ment 

(56)' D = ali'a^ 

7. etant un coefficient numerique. 

II J a enfin I'invariant gauche E de la forme du sixicme ordre, dii 
quinzi^me degr6 par rapport aux coefficients de W, par consequent du 
quatre-vingt-dixieme par rapport a ceux de U. 90 n'^lant pas multiple 
de 4> i'expression de E admcl necessairement en facteur une puissance 
impaire de I'invariant gauche I. Je dis qu'elle admet en outre le facteur A^. 
En effet, lorsqu'on veut calculer i'expression de E^ en fonction de A, B, 
C, D, on trouve (Salmon, Lessons intr. to the modern higher Algebra, 
3'' edition, p. aS^) que la partie independante de D est le produit de 

3375c -u25ooAB — 4A3 
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par le carre d'uii certain resultant. Mais ce facteur icl est nul [form. (55)]; 
E' admet done D en facteur, c'est-Ji-dire PA', et, par consequent, E est 
divisible par lA^, le quotient (5tant un invariant compose de degr^ 56, que 
je n'ai pas clierchc a calciiler. 

Expression de W quand U a uii facteur carre. — D'apres Ics 
formules (44) et (56), on voit que si U a un facleur carre, ce qui 
enlraJne A^=:o, les invariants A, B, G se reduisent a des puissances 
de JK — i6L, multipli^es par des facteurs numeriques; en 4Iiminant 
cette quaniitc, on trouve qu'ils salisfonl aux deux relations suivaotes : 

qui caracterisent precisemcnt, lorsque le discriminant D est d'ailleurs nul, 
les formes du sixi^me degre qui ont trois facteurs carres, c'esl-ik-dire qui 
se reduisent a un carre parfait. Nous avons done ici la demonstration 
directe du fait annonce plus haut, savoir que, lorsque U admct un facteur 
double, son covariant resolvant W se reduit a un carre parfait. 

Decomposition de U quand il existe un facteur doable. — ■ Gctte 
propri^t^ de W permet d'obteuir imm^diatemeiil la racine doable de U. 
Soit, en effet, le polynonie dont W est le carr6. On a 



(58) UP = (5T-h0)(5T — 9), 

L'une des formes cubiques 5T ± est done divisible par P; le quotient 
de celle division et I'autre forme cubique constituent les deux facteurs 
de U, le premier quadratique, le second cubique. D'ailleurs, ils ne peuvent 
avoir de facteur liii^aire commun, sansquoice facteur diviseraitJi la foisU 
et T, et ['invariant I serait nul, supposition que nous pouvons ecarter ; 
done le facteur double de U doit diviser l'une de ces deux formes, et 
il est naturel d'admeltre que c'est la forme quadratique (je I'ai d'ailleurs 
v6rifie sur des exemples numeriques). Done enfin, elant doun^e une 
forme quintique U k facteur double, si Ton forme ses covarianls P, T et 
W= a5T* — UP, W est un carre parfait 0-; l'une des deux formes 
5Tdz Oest divisible parP, et le quotient est uncarr^ parfait; en extrayanl 
la racine, on obtient le facteur lin6aire correspondant A la racine double 
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(le U. Ce facleurn'esl done ai.ilre que le covarlanL, irrationneS en general, 



^^ 



)T± v/a5Ti— UP 



mais qui dovient rationnel (les extractions de racincs se faisant exacLe- 
ment a condition de prendre les signes convenables) lorsqiie A ^ o. 

Casoii U poss^de deux facteurs doubles. — Lorsque la forme U pos- 
sMe deux facLeurs doubles, on sait que les invariants satlsfont aiix deux 
condilions 

A ^ o, 
JK — i{iL=.o, 

Done aiors A., B, G, D s'evanouissent tous a la (ois, ce qui signifie 
que W admct iin facteur au moins quadruple, eomme il avalt ^t^ prevu. 
De nifitne, si U admet un facteur triple, les covariants J, K, L s'annulent, 
et il en est de m§me de A, B, C, D : d'ou la m^me conclusion. 

Hessien de W. — J'ai calcule le covariant liessien de W en formant 
I'expression 

simplifiant ao mojen des sjzygies el divisant finalement par u'^. 11 vicnt, 
tous cslculs fails: 

(5<)) ae= ^[UAT+(JS-32S')W]. 

Lorsque A = o, ce covarianl devient divisible par W, comme on pou- 
vait le prevoir, puisque W adinet alors trois facteurs carr^s, qui doiveol 
aiissi Sire des facteurs carr^s de son hessien d'aprSs la propri^t^ connue 
des covariants hessiens : done W doit diviser son hessien. Ce resnitat 
conlirme done cenx obtenus pr^cedemment. 

Resultant de W et da covariant S. — Puisqu'il suffit de connaitre 
une racine de W pour obtenir I'expression par radicaux des cinq racines 
de U, ii est clair que U sera resoluble par radicaux. toutes les fois que 
ses trois invariants J, K,L seront tels que le resultant de W et d'un 
autre covariant qnelconque de U soil mil. II y a done qnelqne int^r^t a 
former quelques-uns de ces resultants. 

Calculous par exemple celui de W el du covarianl quadralique le plus 
simple S de U (covariant du second degre par rapport aux coefficients 
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de Ut. II suffit pour cela de poser 



(Co) U5(5 = „ 



d'ecrire les cinq sy/.ygles qui relient les Lrols iiivarianLs et les sepL penin- 
variaiits droits u, t, h, s, s', q, p, el d'^liminer six de ces derniers : le sep- 
liSme restera, en vertu de I'homog^n^ile, comme facteur d'une cerlaine 
fonction de J, K., L, laquelle sera le resultant demands. 
Les cinq syzyg'ies sont : 

I up — 3h ~ -iqs -h s-'— gr- ^ o, 



J -iiih—p^t — /i3s't-hKsC-h 
i <ips — ui t — ■ 5--T- Hsl^ -V 



PA Je caJctil indlque donne comme r^snltat 

Les formes quintiques pour lesquelies cet invariant compose est nul 
sont done r6solnbles par radicaux : il suffit de prendre pour Zi , dans les 
calculs de la premiere partie de ce Iravail, la racine commune aux deux 
covariants Set 25 T^ — UP. 

On pourra calculer ainsi autant de conditions invariantes qu'on vou- 
dra, suffisantes pour caract^'riser une forme quintique resoluble par 
radicaux : de mSme qu'en calculant les resullanls de U et de ses divers 
covarianls on obliendrait des relations invariantes caracterisant cha- 
ciine une forme quintique qui admette un facteur raiionnel. 

Conditions de risolubilite par les fonctions elUptiques. — LorsqueW 
n'admet pas de racines raiionnclles, on pent se proposer d'exprimer ses 
racines au moyen des fonctions elliptiques. Toules les equations alg^- 
briques qui ont ete demandees dans ce but k la iheorie des fonctions 
elliptiques dependent de deux paramSlres seulement, qui correspondent 
aux deux invariants de la fonction elliptique; aussi ces Equations, consi- 
derees au point de vue de la ih^orie des formes, sont-elles caracterisees, 
si elles sont du cinqnieme ordre, par une relation invariante, et, si elles 
sont du sixi^me ordre, par deux relations invariantes; ce qui s'oppose 
a ce qu'elles soient appliquees a la resolution de I'^qualion generale du 
cinqui^me ordre, sans I'emploi pr^alable d'une transformation non 
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lineaire. Toutefois, de mgme que la m^thode de resolution de M. Her- 
mile est directement applicable, par une simple transformaLion lineaire, 
k I'^quation clu clnqui^me ordre doat le premier membre est une forme 
ajant son invariant L egal a zero, el celle de M. Brjoschi, dans les m^mes 
condilions, a I'eqiiation du cinquieme ordrc dont le premier membre a 
ses trois invariants li^s par la relation 

■.L^V^i(J=-4Jv/A-H94), 

de m^me on peut se demander quelles relations invariantes doivent ^tre 
satisfaites, pour que I'Squation W = o soit directement transformable 
par substitution lineaire en une dcs equations du sixi^me ordre que 
fournit la th^orie des fonctions elliptiques, de telle sorte qu'une de ses 
racines 6tant obtenue par cette ih^orie, la resolution de U devienne pos- 
sible par radicaux, apr^s adjonction d'une transcendante ellipliqne. 

Lcs developpemenls donnes plus haul permeltent de r^pondre k cette 
question. La theorie des fonctions elliptiques fournit en efTet ptusieurs 
equations du sixiSme ordre dont le premier membre satisfait a la mSme 
condition invariante que W, savoir 

(So) 3375c H- 2700 AB — 4A3=o; 

cliacune d'elles est caract^risee en outre par une seconde relation inva- 
riante, dans laqnelle il suffil de reporter les expressions donn^es ci-dessus 
pour A, B, C en fonction de J, K, L, pour avoir la condition invariante k 
laquelle doit satisfaire la forme quadratique U pour que ce mode mixte 
de resolution lui soit applicable. Voici a quels r^sultats on arrive dans cet 
ordre d'idees ; 

1° L'^quation modulaire relative a la transformation du cinquieme 
ordre est la suivante : 

(63) ^6 + 53i_;_i5a5_,(^,j_5 = o_ 

el elle est caraclerisee par les deux conditions invariantes A :;^ o, G =^ o : 
la relation (55) est done salisfaite, et il suffit, d'aprSs (44) ^^ (^S)i 1'^^ 
I'on ait JK — 16L ^^ pour que W piiisse fitre ramen^ par une substi- 
tution lineaire a la forme (63 ) [voir pour les details du calcul la Theorie 
des formes binaires algebriques de Glebsch, § lii). Done loute 
forme U du cinquieme ordre qui satisfait k la condition invariante 

(64) JK-.]6L^o 

est resoluble par radicaux, porlant sur une transcendante foiirnie par la 
theorie des fonctions elliptiques. 
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1° All lieu de I'^qualion modulaire on peut prendre I'equalion au mul- 
liplicaleur dans la transformation du cinqui^me ordre, savoir 

(65) !« — 43S-t.256/:Vi'Hs + i) = o 

dont Ics relaliojis caracleristiqnes invariantes sonL 

( A=— 2i5 B = o, 
^ ' j 8A.»+ 33750 = 0. 

La relation (55) se troave encore satisfaite, el I'lme on I'aiitre des re- 
lations {^&) ^quivaut a 

(f>7) i(K=-+-3JL)= 5(JK — i6L)2. 

Lcs formes U du cinquiSme ordre qui satisfonl a cette condition {67) 
sont done r^solubles par le proced^ dont il s'agit {voir pour le detail des 
calculsle meme Oiivrage de Clebsch, § 113) ('). 

3" Prenons enfin I'equalion de la division des pi5riodes par 5, telle que 
la donne Halplien dans sa TMorie des fonctionselliptiques, t. III.p- 3 : 

(G8) a;'— 5^,37*^ 40^337^ -5^137!- S^sj^siS- 5^1-0. 

Les earacleristiques invariantes de la forme du sisieme ordre qui con- 
stitue le premier membre de cette equation sont 
I 4A5— m5B =0, 

\ 44 A' 4- .1373 L = 0. 

Elle satisfail done bien encore a la relation generale (55) ; ct la forme W 
pourra y etre I'amenec par substitution lineaire, si Ton a en plus 

lA' — 925n = o, 

ce qui, d'apres les formulcs (44) et (56), correspond pour U a la condi- 
tion invarianie : 
(70) i(K5+ 3JL) -9(JK:— i6L)^. 

La substitution propre a mettre sous la forme (68) !e premier 
membre W d'line Equation du sisi^me ordre qui satisfail aux condi- 
tions {70) est d'ailleurs facile it trouver, car il suffit de prendre pour Vy 
de la transform^e le facteur double du covariant (Q) [covariantbiqoadra- 

(') Les notations employees par Clebsch pour les invariants A, B, G de la forme 
sextique sont uii peu differentes de celles que j'ai adoptees ici, el qui sont con- 
formes aux indicntion; (!u Traite d'Alg&bre superieure de Salmon. 
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dratique le plus simple, formiiles (47) et (48)] doiit le discriminant 
(A'— 36B)' — (A3^io8A.B~54C)2 

sMvanouil en vertu de (70) ('), el de subslituer ensuile ^ ^ la variable 
a.x+ Py C|ui fait disparaitre le second terme de W ainsi pr^alablement 
transforme : les coefficients obtenus donneronl les valeurs de g^ etde ^3, 
invariants de la fonclion elliptiqne a introduire, et si aiij est I'une de ses 
periodes, on pourra prendre pour une des racines de (68) i'expression 

(71) ^^^T"^ '^^' 

ce qui donnera une valeur da z annnlant le covariant W, et condiiira a la 
resolution de U par radicaux portantsur I'expression (71)- 



(1) La formule {53)montre que, si les conditions (69) aont remplies, le produit S3' 
des discriminants des deux covariants quadi'atiques irrationnels SaS' — { J± /i}S, 
dont le produit constitue (Q), s'annule: done un de ces deux covariants frrationnels 
se r6duit k un carre parfait et fournit le facteur ii prendre pour \'y de la trans- 
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THE KNOWN SYSTEMS OF SIMPLE GROUPS 

AND THKIR rNTER-ISOMORPHISMS; 
By L.-E. DICKSON (Chicago). 



Tlie widespread iiilevcsl laken in Uie y;roup-Lhcoi-y seems to hu due to 
its readj application to 111311/ problems in geomelrj', function-theory and 
nuinber-theoi-y, as well as in the theory of algebraic and differential 
equations. When a problem has been exhibited in group phraseology, 
the possibility of a solution of a certain character or the exact nature of its 
inherent difficulties is determined by a stndy of the group of the problem. 
For example, the qneslion of the solution of an algebraic equation by 
radicals or of the integration of a differential equation by quadratures is 
answered by a knowledge of the group of the equation. Ultimately it is a 
question of the structure of the group, as determined by the chain of 
simple groups arising from its decomposition. As the chemist analyzes a 
compound to determine the ultimate elements composing it, so the 
grow p- theorist decomposes the group of a given problem into a chain of 
simple groups. While the chemist is concerned with ahout seventy 
elements and their various compounds, the mathematician has to study a 
universe formed from an infinite number of elements, the simple groups. 

Much labor has been expended in the determination of simple groups. 
For continuous groups of a finite number of parameters, the problem has 
been completely solved by Killing and Cartan, with the result that all 
such simple groups, aside from five isolated ones, belong to the systems 
investigated by Sophus Lie, viz., the general projective group, the pro- 
jective group of a linear complex, and the projective group leaving inva- 
riant a non-degenerate surface of the second order. The corresponding 
problem for infinite continuous groups remains to be solved. 

With regard to finite simple groups, the problem has been attacked in 
two directions. Holder, Cole, Burnside, Ling and Miller have shown 
that the only simple groups of composite orders less than 2000 are the 
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previously known simple groups of orders 60, 168, 36o, 5o4, Gfio, 1092. 
On the other hand, various infinile systems of finite simple groups have 
been determined. The cyclic groups of prime orders and the allernating 
group on n letters (n 'j> 4) have long been recognized as simple groups. 
The other known systems of finite sitnple groups have been discovered 
in tlie study of linear groups. Four systems were found by Jordan {') in 
his study of the general linear, the abelian, and the two hypoabelian 
groups, the field of reference being the set of residues of integers with 
respect to a prime modulus/?. Generalizations may be made by employing 
the Galois field (^) of order p" (designated GF[/5'']), composed of the p" 
Galois complexes formed with a root of a congruence of degree n irredu- 
cible modulo p. Groups of linear substitutions in a Galois field were 
studied by Betti, Malhieu and Jordan ; but the structure of such groups 
has been determined only in the past decade. The simplicity of the group 
of unary linear fractional substitutions in a Galois field was first proved 
by Moore (*) and shortly afterwards by Burnside ('). The complete 
generalization of Jordan's four systems of simple groups and the deler- 
iuination of three new triply-infinite systems have been made by the 

Aside from the cyclic and alternating groups, the known systems of 
finite simple groups have been derived as quotient-groups in (he series 
of composition of the following linear groups : 

1. The group of all linear homogeneous substitutions ( ■; 

on m indices witb coefficients in the GF[/3"]. The quolienl-group may 
lie exhibited concretely as the group of linear fractional substitutions of 
determinant unity on m ~ 1 indices. 

2. The abelian linear group (") of all linear homogeneous sidjstilutions 

(1) Traile des, substitutions. 

(2) Galois, OEuvres matheinatiqiies, Paris, 1897, — Mooivis, Congiess Mathe- 
matical Papers, p. 208-21(2. 

(3) Bulletin A/ner. Math. Soc, Dec.iSgS; in full in the Congress Math. Papers. 
(*) Proc. Land. Math. Soc., vol. XXV, Feb. 1894. 

('■} Johdan, Traite, n" 119, 169. — Dickson, Annals of Mathematics, \i. iGr- 
i83, 1897 i University of Chicago Record, Aug., i8y6. 
(«) Quarterly Journal of Math,, p. 169-178, 1897; p. 383-384, iHgij. 
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in the Gr[p"'| on am indices ^,-, r,,- (j — i , . . , , m) which leai 
ihc bilinear fiinclion 



3. The first and second hjpoahelian groups ('), both subgroups of the 
iibelian group. Thej may be defined as the largest linear homogeneous 
groups in the GF[a"] on awi indices which leave invariant the respective 
c[uad ratio forms 

|s,.„, |£:„+ ).£!-.-»,!, 

where >. is a mark such that ^r'n + 5^?^+ '''^'i i* irreducible in ihe field. 

i. The first orthogonal group (^), composed of ail linear homogeneous 
substitutions on /n indices with coefficienls in the GF[p"], p > a, which 

leave invariant ^^;. 

5. The second orthogonal group (■'), composed of all linear homo- 
geneous substitutions on am indices with coefficients in the GF[/)"], 
p ;:;> ■',, which leave invariant the quadratic form 

6. The hyperorlhogonal group ('), composed of all linear homogeneous 
substitutions on m indices in the GF[/?^"] which leave invariant the 
function 

Denoting by ^ the conjugate ^''" of ^ with respect to the GF[/»"], the 
defining invariant mav be wilttcn \ ^,^,. 



(1) Quart. Journ. Math, p. [-ili; 1898. — Bull. Amer. Math. Site, |). 495 
510; 1898. — Amer. Journ. Math., p. aaa-a^S; 1899. 

(2) Bull. Amer. Math.Soc, Feb. and May 1898. — Proc. Cat. Acad. Sciences. 
(3J, vol. I, n"- 4 and 5. — Amer. Journ., vol. XXI, p. igS-aSe. 

{') American Journal of Mathematics, vol. XXI, p. igS-a'iG. 
(1) Mathematisohe Annalen, vol. LII, p. 5li8-!i8r. 
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Wlielher or not there esist fui'liier sjslems of liaile. simple groups lias 
not been determined. The particular forms chosen for the defining inva- 
riants do not involve as much specialization as is apparent. In fact, 
every linear group in a Galois field defined by a quadratic invariant maj 
be transformed linearly into one of the lijpoabelian or one of the ortho- 
gonal groups ('). Again, the structure of the linear homogeneous group 
in a Galois field defined by an invariant 



2».«' 



depends only upon the hyperortliogonal groups {-). Flnnlly, no new 
simple groups are reached hy the decomposition of the linear groups 
defined hy the invariants {^) 



2^-5..- 



iil 



hich for 1/ = ■■ 
ups. 



do fin. 



)rtho-( 



, abeliaii and hypoabellan 



Just as there occur coincidences among the three systems of continuous 
simple groups, so also holoedric isomorphisms are found between certain 
groups of the nine known systems of finite simple groups. The group of 
linear fractional substitutions in the GF[/j"] on one variable is isomor- 
phic with the binary abelian group and. the ternary orthogonal group in 
ihe GF[/>"], as well as with the binary hyperorthogonal group in the 
GFf/**"]. According aSjO = 2 or /? > 2, the unary linear fractional gi'oup 
in the GF[jO"] is isomorphic witli the quaternary second hypoabelian 
group or the quaternary second orthogonal group in the GF[/j"]. Accoi- 
ding as p" is of the form 2", 4^ + 1 or 4 ^ — i, the linear fractional 
group in the GF[/>"] on three variables is isomorphic with the senary 
lirst hypoabeban, the senary first orthogonal or the senary second ortho- 
gonal group {"). Similarly, according as 7?"= 2", ^l-\-\ or4^ — i, the 
quaternary hyperorthogonal group in the GF[/)-''] is isomorphic ( = ) 



(1) Amer.Journ., vol. XXf. 

(') Mathematische Annaten, vol. LII, p. 56i-58i. 

(9) Proc. Lond. Math. Soc, vol. XXX, p. ■xaa--i.aS.— Quar. Jouni., July, 1899. 

(') Proc. Lond. Math. Soc, vol. XXX, p. 70-9S. 

{<•) Bulletin Amer. Math. Soc, p. 3a3-3a8; igoo. — Transactions, July, 1900. 
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wilh ibe senary second lijpoabelian , the senary second orlhogonal or 
the senary first orthogonal group in the GF[p"]. 

Until quite recenlij it had been an open question whether or not there 
exist simple groups of the same order which are not isomorphic. Inde- 
pendent proofs {') show that the alternating group on eight letters is not 
isomorphic with the simple linear fractional group in the GF[2^] on two 
variables, each having the order ^81 Moreover, there exist two triplj- 
infinite systems of simple groups of like order which are not isomorphic, 
viz., the simple groups derived from the abelian group on am indices 
and those derived from the first orthogonal group on amH-i indices, 
where «i>-3(^). For m^i or m-^a, the simple groups in question 
are isomorphic. 



(') SciiOTTiiNPELS, Annah of Math., J900. - 
vol. XXII, p. aSi-aSa. 
(') Quarterly Journal of Math., July, 1900. 
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COMPUTING THE COMMON LOGARITHM 

or A NUMBER WITHOUT MAKING USE OF ANY LOGARSTHM 
BUT THAT OF SOME POWER OF 10, 

Bv Artkmas martin (Washington). 



The series iisuallv ^iven in lexl-books on Algebra for flic computalion 
oi' LogariLhms contain, at least, the logarithm of one other number 
besides the one sought, and iherefore necessitate the use of a Table. 

It is the object of this paper to deduce from the ordinai-j logarithmic 
series, converging series for the computation of the common iogarillim of 
any given number independent of any other logarithm but the logarithm 
of lo"", which is readily seen by inspection to be m. 

I shall make use of the various known forms of logarithmic series 
without slopping to show how they were deduced. 

I, In the well-known series 

,„S.(„-., = l.S.»-f-j(j)'-^(;)'-j(f)*-.,., 
piitrt^iTt; lo'"; then will 

where M ^ 0,4^429.(48 rgoSaSiSa-Oo + , the modulus of common or 
Btigg's logarithms. 
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The series (i) and (2) are very convenient for llie purposes of coiupii- 
lation when ^ is a small niimhei'. 

Examples. — i. Find ihe cojnnioii logatltlim of (ooa. 
Solution. — Hcfe w ^ '.'> aniJ x = 2, and(]) gives 

= 3 -^ M(o,oc.ig()8oo';>,662fi7 -^), 
= 3,000867721531 H-, 

which agrees to the last figure with thfi value given hj Urigg's in his 
Aritkinetica Logarilkmica (London, 1624)- 

2. Find the common logarithm of (jga. 

Solution. — nerem = a, x = 5. using (ii), «liich gives 

= -i - M(o,oo5oi-254i8aa9. -!- ), 
— 3 — 0,002176919254 -H, 
^ 2,997823080745+, 

which also agrees with Brigg's resnlt, 
TT. Put N = io'"(i + ^), then 



PtuN^ ^^(i -x), then 
.1) ]ogi„N = /» -M(r + 

When X is smad. {?<) and (^) will converge rapidly. 
Examples. — 3. Kind the common logarithm of 9900. 
Solution. — 9900 = 1 0000 (1 — — 1 1= loM 1 ■■- — J ; ihcrefore 
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»i =■ 4, ^=- — ! and we have \>y (4) 

i. To find tiie common logarillim of looiCo. 

Solution. — iooi6o ^ looooo ( i -i j = lo* f i ] y i ; lliert^ 

fore m = ri, a; ;= , and by (3) we have 

I[I. In tlie well-kaown series 

where ».inay be aii_y number whatevei', and can Le so chosen that \^a — i ) 
will be a very small quantitj, a being greater ihan unity, and then the 
series will converge rapidly, and only a few terms will be required to 
determine the logarithm sought to several places of decimals ; but when a 
is a large number, the labor will be very great. It will be most advanta- 
geous to take n ecjuat some power of 3. 

Tf n be taken a very large number, one term of llic series will he snlli- 
cient and in that case we will have 

(6) log,„a = M«(y«-,). 

If ^'reater accuracy be desired, take two terms and have 

(7) l„.,.,,^M,.[(Va-,)-U.V,: -,)']. 
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See Slephen Chase's Treatise on Algebra, New York (1849), pp. a^a 
and 254, where he takes n = 2"". Brigg's look n = 2^^ A much smaller 
value of n will suffice when the logarithm is wauled to on\y 8 or 10 places 
of decimals. 

Example. — S. To find the common logarithm of 3. 
Solution. — Taking n = 2"°, we have 

logio3 = M X n X (,'!''— V =^ 0,^7712 iaSj;ict(i(i +. 

IV. In (5), put n—- — ^; then we have 

^i[\7(^)-T-i[v/(^)-']' 

where, as in (5), n may he any luimber chosen at pleasure, hiil it will be 
best to take n some power of 2. This is a convenient series for numbers 
greater than 10. 

If « be a large number, one term of the series within the braces will 
give the logarithm with sufficient accuracy for ordinary purposes. In that 
case we have 

(9) logics = m -h M« [^y'/(A.^ ^ , j . 

[f greater accuracy be required, lake two terms and have 

Siibsiiluting 1 7 (- -- J for x we have 



-V^(T)]'*iL-V/l^, 
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where n may he as in (8) 

- '^'^ 

Lhen 

and .-«- r ' 

Let y = 1 o"', then we have 



Example. — t5. Find the common logariihrn of 2. 
Solution. — 2'"^= ioa4 = 1000 +24 = io'+ a4; therefore 

Iogi„a"'=iolog,o2 = logn,(io3-i-24), 
and 

los:iiS= — Iog,„(ios-f-a4)- 

= o,3o[02y()()56li3 -^. 

get := — ^— and then 

log,(^-«) = log,/-5 L^~-" "^ ^Uj-"/ ""^liy^^J +■■■]■ 
Take as before^ = lo"' and we have 
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Examples. — 7. Find the common logarilhrn of 3. 

Solution. — Login 3 -^ -logio9 = :-log,(,(io— i); therelbre bj (i3), 

= o,i77i'2ia547r9+. 

S. To lind the common logarillim of 5. 

Solution. — lo§,nO -- ^ log, 125= i login (iou + y.5}; Lhereforc, 
l» da), 

^0,698970004336-1-. 

9. To find the coinoion logarilhrn of 7. 

Solution. — Log-)i,7 = logiu(TO ^3); therefore, hy (i3), 

10. To find tlie common logarithm of i ) . 

Solution. — Logi„ ii = logiu(iu-f->); ihereforo, bj(i3), 

Vtl. - Tale 



m 



UOJ'J 1. ' ('■))• 
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TKe logarithm of i + r-yl ^^J ^'^ ^^<^ ^''^ 

by pullini; A- — 7-^-', liie'i 

■'1 " (10 " 



The above method is a modificaLioii of thai made use of by Oliver 
.Bjrne in his little book on logarithms, but it requires tiie use of Tables ov 
the computation of other logarithms than the one sought. 
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A RIGOROUS METHOD 

FINDING BIQUADRATE NUMBERS 

WHOSE SUM IS A BIQUADRATE, 
Bv Ahtejias martin ( Washikgiox), 



Eiilcr and olliers have shown tliat the sum of two hiquadiale iiuinbers 
can not be a biquadrate; and En!er asserls {Commeiitationes Arithme- 
ticce Coll€Ctce,\ol. II, p. aSi-aSa, 45o, 456} that a'- + b'^ + c" ~ d' is 
impossible, and stales that he had not been able to find four biquadrate 
numbers whose sum is a biquadrate number, but that he had noticed that 
it is possible to determine in many v/aysjice biquadrates whose sum is a 
biquadrate. The writer has not been able to find that Euler actually 
obtained any sets of five biquadrate numbers whose sum is a biquadrate. 

In the Mathematical Magazine, vol. II, n" 10 (January, 1896), the 
writer published a paper, About biquadrate numbers whose sum is a 
biquadrate, in vvich he employed tentative processes to find many sets 
of biquadrate numbers whose sum is a biquadrate. 

I. To find five biquadrate numbers whose sum is a biquadrate number. 

Solution. — Let c, iv, x, y, z be the roots of the required biqua- 
drates, and s the root of their sum; then 



V -.-■:>. ay w^a-- 6, x^a-^b,y^=d^ 



yGoosle 



Expanding, transposing, and uniting terms, 

Transposing (?' and muiliplj'ing Jjj :^ e^ 

Eslracling square root, 

■>.ii{^a^-^ b^) = d(d'--~ c-^): 
whence 

In (2), lake d^ ae and we gcr, 
whence 



Taking e ^^ ■i(ni--i- 3m-) we have 
therefore 

Siihstiuiiing in (1) we have 

Examples. — \. Taking m = i, ;i= i, we have, after dlvirilng hj /\'' 

2. Taking m — ; y,, /i :i= 1 , wc liavc 

3. Taking m^-=i,n = 1, we have 

^.i-H 39*-(- 44M- .-lli^-r- i;2>- Gji. 
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A. MAHTIN. — UrTHOU OK PINDINU BIQUAEIRATE SI 

4. Taking m ^4? « =^ i , we have 

i'ii+5a'-i- 57'+ 7-1'^ 76*= ()5i. 
o. Taking Hi ---1, 11=^, we have 

^!1*+ i4ii'H^ T4;ji_i- ,H8i-i- ,gei= .^451. 

6. Taking m = 4, « ~ 3, we have 

44'+T2''>-Hia9i-i-i66i-^i72* = ^[:i'. 

7. Taking m = 5, h 3= 2, wc have 

8. Takingm^a, « = ry, wehave 

■*3* + a37' -i- iif)a*+ 284' + ^16' = 39^)1. 

9. Taking m^-2, ft = 3, we have 

■!e*-t-9aM-ri3*-!-i)8*+ [241^- ]55'. 
10. Taking w = 1 , « = 6, we geL 

I l^'-i- ■?.86'-i-327S-i-428'>+ 436*= 5451. 
M. Taking /ft = 7, n = a, we get 

94'-M.18'-M«3''+ 243'--^ a44'= 3o5', 

12. Taking /». = 3, « — 7, wc get 

ii8'-i-453i-t-43/i'-i-3:'i'-!-fio4'r^ 75;>-. 

13. Taldng/ji— 7, ft = 4, weget 

4' + '29i*-i-334'-i-338M- 388^= 485'. 

14. Taking fftr= 4, ft ^ 7, we get 

74*-i- 489* 4- 5a4' 4- 598' + 65^1 =■- 81,')*. 

15. Taking nj ^=: 8, ft =; 1 , we get 

2li'+2oi''+2r8i-i-?ll'*+368',= 33.'>''. 

16. Taking m = 1 , ft = 8, we gel 

a86' -+- 478* -+- 579' -i- 7114'-+- 773' = 9C3' . 
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'.,\1 SECONDE PAIITIE. — COXFl 

When/i^i in (3), Llieii 



1 (^m^_i2)i+(am=-i^m~6)i+(2mi^h.'im-G)' 



and wKeii in = i in (3), ihen 
(5j 






/•Jxamples. — 17. Taking m^^to in (4), we gel 
■18. Taking«:=3ii in (5), we get 

Take rf--^ 2 in (a), Uien 

Cat e= i-; liieri 

ii = :? — _ ^ anrf ;■ = — — ~— ~ 

Now lei 

4 _- 3a=?*~i>=(a -3(S)s 

md we get 

3„>=L.-,o;^ or ^. = 4_^,= =(.- 

V he nee 



V3/>=H-io^V 

Another Method. — Assnme 

Expanding and uniting terms we have 

Now Lake 
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A. MARTIN". — llETHOn OP FlKDJNIi BieUADRATE NUlHBliRS. 

and we have 
wliicli is salisfied by 

and bj subsliLiition (6) becomes 

j2-l- -^x"-^ yvz = 'ipqip^—q-'-). 



y=±z./\ipq(p''~q^) — Zx-'-\. 
Hence wc musl iiave 

(K) -ipq{p-^-q^)~-i^-'=0. 

\u^lp = n, (/ = 1, then (8) becomes 
and we get by reduction 



r--(^-^) = 7 



Substituting these values in (6), and multiplying- hy (m''-\~ 3rt-)', we 
have (i). 

The artifice of putting 3.i;'^+j!^= wz is due to Mr. Cyrus-B. Haldc- 
inan of Ross, Butler Co, Ohio (U, S. A.), who has contributed an exlen- 
ded paper on biquadrales which will be published in n" 12, vol. II, of 
(he Mathematical Magazine edited and published hy the writer. 

In order to obialn a more general solution of 
■>.pq{p^— y5) — 3a-2= □, 
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iii SECO^DE PARTIK. — CONPKRKNCES HT COMUUNICATrONS. — SBCTIOX 1 

or 

X [^' (Z' -H 7) (/'-'7)-.'^] = -v [-;■(/' + 5)(/.^-r/)-,rp 
ihen 

:i [^" f /■ ^- 7) (/- - <y ) + ^] - J I ^ ( /' ,^ 7 ) (/- - 7 ) - ■'■] > 
from which wc get 



We must yet make 

TIlis is satisfied bv h :— 9.m ; lei, therefore, 
and bj subsliuition and reduction we have 
Assume 
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A. MALITIN. — METHOD OP FlNBINr, niQTJADRATK NTJIIBKIIS. 

ihen by suljst.luifion and equating like terms we gel 
(it) toA-;. -!r(i86 + iGc)'=5/|i'-t-'i((c5, 

(12) ^ A(!86 -i-i6c)(-^A5 = {3663-1- 8 c3)( + c|6' + c^. 

From (i i) and (ra) we easily find 



; = - 



5(96'-!- c*- A') 



■iA(L86 -H 16c)— 5(3663+ 8c=) 
5 our steps wc have 



p __ «' + \/[5i^ + i(iS6-n60 f -t-A] _ 






This result is to complicated for convenient use, and the numbers in 
most cases, if not in all, will be large. Special solutions may be obtained 
which whill give better results. 

If in {9) wc put n = am — rf we get 

(i:i) ■>5«'>— 3ftm5rf-f-24m^rf=— Sm</3-i-rf*=D. 

Now put 

(i3) = (5m2 — 4mrf-i-(i5)^ 
ajid we find 

yjid then 



Hence we may take/9 := 3, (j- = i, which values being substituted in (8) 
lead us to the same result as arrived at in (3). 

Putting 3^^ for 2pq(p- — q'^) in (S) we have 
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ai(i SECONDE PARTIE. — CONPRRENOES ET COSIMlil' 

whence 
then 



y^i^-'-^^-l^TTir^' 






Therefore we have bj (7) 



[■&(,re5_i.6m,i_3„!)y 



-(/»' ■'7-)'-'-('-/"7)'=(/''+9^)''- 



For another sohuion of (8), put 

p = s-t-'/.<-/ and 3;'=; + a^s; 
then by suhslilulion we get 

Taking 
we have 
and then 

■iiys^-^ iigU^^i?.']^s = n, -^ "^^^'^ ^^^' 
whence 

My transposition, 

...(=- ^>..-.„. 

when CO 

;» = 3n salisfii^s m'' — Gm'' n."~ 211^ = 0, 
and gives 

s^ii, 9=1; or s^.i, 1 = i\ 
and then 

p^\'i or 3; 
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The values p^i'i, (/ ^ 3 give, after dividing by a', 

By similar methods six, seven, eight, and any number of Jiiqiiadr; 
whose sum is a biquadrate may be found. 

II. To find nine bii^iiadrate numbers whose sum is a hiquadi 



Solution. — Dividing (3) by {m'+«-)\ and then mnltiplying the 
quotient by 5% and also by 3', we have 






Substituting the value of i5* from {17) in (16) we get 



o(m'~6mn-3n^-)-[ 



Examples. — 19. If m^ 2, /< ^ i, ihcn «i-+ i/i-^ -j and we have 
124-+- 20' H- 63'-+- 66' -h 78>'H 84*-i- I io' + i3o*-t- i4o'= 175'. 

20. Ifm — I, « — 3, then m^+ 2/1^— i3 and we have 

6'-Hio'+ I I7i+[3a'^ 1381+ 156'-^ CIO* +330' -1-260' =325'. 

III. To find thirteen biquadrate numbers whose sum is a biquadrate 
number. 
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Solution. — Mulliplj'Hig{i8)bj 5\ 
I r 6o(OT'— 3/ti) 1' r 3o(mi— Gmn^ 3«') 1' I So(»t'+ G»m — 3n^) '| 



iVIiiltiplviiii; (17) h^ 3', 



Putting' the left-hand member ol (so) for 45'' in (19), we liave 



r,oo(m^-3n^-|' . r 5o(m^- (i»m - 3/t^) V . r5o(«iM^Cmn-3^1' 

-^|_ ,n''-i^in-- J-^L .,i^-3,i< J-^L ^"-H3n= J 

+ -*7>-i-3G'+6o''-^\oo* 

Example. --21. if /« = 2 and «= 1, /ji^-t- 3n^:= 7 and 
jC)4— 6o'-h [oo'H-i89*-Hi98*-i-a34'-H35a'-H33o' 

In (he same way can be found 17, 21, 30, '?j), . . . , 5 + 4' biquadi-i 
numbers whose sum is a biqiiadrate number, where e=^ 1 , '^, 3, 4> 5, . . 
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UN NOOVniAl] 



SYSTEME IRREDUCTIBLE DE POSTULATS 



POUR L'AL&EBRE 



PADOA (ItoHF). 



Dans VliUroduciloii logiquc a niic ihcorie deductive qtielconque qui 
prfc^de noLre £ssai d'une tJieorie alg&brique des nombres entiers ('), 



nous avons analyse la structure formelle d'une ihSorie dMuclive quel- 
conque, pour ^tablir les principales conditions de sa perfection logiquc 
et les r^o-]es pratiques poui 



nditions 



■ reconnaftre f 
v6rifiees dans une th^orie donnee. 

Maintenant, nous ne faisons que rappeler ees conditions et enoncer 
ces regies, dont I'^tude apparlient k la logique g6o(5rale, pour en faire une 
application math^inatique k I'analyse des principes de I'Algebre. 

D'abord ii faut declarer quels sont les ^niboles dont on I'ait usage 
dans la throne sans les d&finlr {^symboles non defiiiis) el Enoncer les 
propositions (de/initions e^cepiees) qu'on acceple dans la tlieorie sans 
les demonlrer (posiulals) (-). 

Les postulats doivent etre compatibles; c'est-a-dlrc qii'ils ne doivenl 
pas se contredire. 

Pour deraontrer la compatibilite d'un systeme de postulats, ii faut 
trouver fi«e interpretation des symboles non d4 finis, qui v&rifie simul- 
tanement tons les postulats ('). 



(') Communique ail Congrfis intei 
igou). 

( = ) Par une couverition, fori 
avec le symbole qui ia I'eprdsenfe 

(') Ghacune de ces interpritatio 
de la theorie consirli^ii^e. 



>nol de Philosopbie (Paris, 3'^ s 



d'ailleui' 
chaque/dif i 



s chaque idee 



)us idetitifiot 

la proposition qui I'eitonce. 
lUtes les propositious 
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Le systeme des postulais doit eire irreductible ; en d'autres lermes, les 
postulats doi-vent ^tre absohiment iiid^.pendants ; c'est-S-dire : il faut 
({Waucun des posiulats ne yjahse ^We deduit des autres ; ou bien encore : 
ilfaut qu'en reinplacant separement chaque postulat par sa negation 
on obtienne un systeme de propositions compatibles. 

Pour demontrer I' irreductibilite d'un systeme de postulais, il faiu 
trouver, pour chacun d'eiix, une inlerpretationdes symboles non dijinis, 
qui never i fie pas le postulat consid^r4, mais quiverifie simullanement 
tous les autres. 

Le systeme des symboles non definis doit elre iTTeAactible par rapport 
au systeme des postulats; en d'autres termes, il faut que des postulais 
on no puisse deduire auciine proposilion qui soil line d6Jiiiition possible 
d'un des symboles non definis au moyen des aiilres ('). 

Pour demontrer I' irreductibilite d'un syst&nie de symboles non d&finis 
par rapport A un systeme de postulais, il faut irouver une interpretation 
des symboles non definis, qui verifie simullanement tous les postulats, 
et qui continue a les verifier lorsqu'on change convenablemeni la signi- 
fication d'un seul des symboles non definis, et ce)a pour chacun d'eux. 

II. — Nos symboles non definis et nos postulats. 
?Jos symboles non definis (I) sont au nombre de trois: 

\ . entier, 

1. le successit de (iibieg^ par sue), 

3. le symetrique de (abiege par sym). 

Nos postulats (I) sont an noinbre de sept : 
Si a est un entier queiconque ; 

i. suc« est un entier, 

"i. syma est un entier, 

3. sym(symrt) -— a {^), 

4. sym|suc[3ym(3ucn)]j :=:^ a, 

5. II J a un entier (^) x, lei que symx ^^ x. 

par induction, par abstraction, etc.). 

(') Le symbole ^ {qu'on peut lire est igal A ou bien est la tneine chose que) 
appartient a la logique generate, ainsi que les symboles classe, est un, etc. 

(') Sans escluie qu'il y en ait phisieurs. 
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TEME IRREDDGTIBLE I 

6. II n'j a pas d'eiitiers x el y, difFerenls entre eiix, tels que syma: = x 
ct sYmy=:y. 

7. Si tine classe u verifie les condilioiis 

a) ii y a iin entier ( ' ) qui appartient k fa classe «, 

P) tomes les fois qii'nn entier x appartient a la classe u, svcx appar- 
tient aussi a la classe u, 

y) toules les fois que .v est un entier tcl que suc^ spparlieniie a la 
classe i(, X appartient aussi a la classe it, 

alors tout entier appartient a la classe ;/. 

III. - Compalibilite de nos postalats. 

fios postulcUs (H) sont compatibles (I). 

EnefFet(I), voici une inteiprdtation de nos symboles non definls (II) 
qui verifie simuUanement tons nos postulats : 
entier signifie {*) nombre entier relatif ('), 
et, si X est entier quelconque, 
BMUX signifie I -\- X, 
sym^ signifie — x ('). 

IV. — Irreductibilite de notre systems de postulats- 

Notre systeme de postulats (II) est irreductihle (I). 

En effet (I), voici, pour c/iacun des postulats, une interpretation de 



P) Sans exclure qa'il y en ^\l piudeurs. 

{*) Uans cetle elude, apr^s le mot signifie, II faut toujours sous-entendre les 
mots ce que signijie d' ordinaire. 

(') G'est-i-dire nombre entier, posiiif ou negatif, o compris. 

(*) On constate imm^diatemeiit que I' interpretation enoncie iiirijie les pos- 
tulats I, a, 3 ; elle verifie aussi le postulat 4, parce que 

Puisque o est un entier et symo = o, le postulat 5 est aussi verifie. 

Puisque o est le seul entier x, lel que syma; = x, le postulat C est aussi 
verifil. 

Le postulat 7 est aussi verifie : en effet, soit a un entier qui appartient j» la 
classe M (cetle supposition est legitime tl'apres la condition a), aiors, a cause de la 
condition p, tout entier plus grand que a appartient aussi a la classe «; et, a 
la condition -■( tout entier plus petit que a appartient aussi a la classe u; par 
suite, tout entier appartient a la classe u. 
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■>.5-l SECOKDE PAIlTlli. — CONKERliNCES KT COMMUNECATIONS. — SKOTION I. 

nos symboles non dejinis (U), qui ne verijie pas \c poslulat considere^ 
mais qui virifie simuUanemeni tous les autres. 

Dans ces interpretations, a, b, c, d, e repn5seiUent dcs objp.ts qiiel- 
conques, mais tous differents entre cux. 

\. I^"TERPIlETATION QUI NB VERIFIE PAS I.E BUtX POSTUI.AT 1. 

eiitier signifie classe dont le seiil individu est a; 
syiii« -^ «, sym/; ^ b {' ). 

2. (.NTEni'HtTATlOX QUI NE VERIFIR PAS LR SEUT. POSTULAT ;>.. 

eBtier signifie nombre entier positif, o compris. 
El, si X esi un entier relatif (*), 
suc^ signifie i + a:, 
sym:;; signifie — x ( ■' ). 



entier signifie ensemble des objeLs fl, ft, c, rf, 
sue a^b, sue b ^= c, sue c = d, sue d = a, 
sym « = «, sym bz= d, sym c^h, aym d^^c {'), 



(I) L' interpretation 1 «e verifie pas le postulat i (parce que, par hyiiotheac, 
a et 6 sont differents), mais on constate im media teme.nt qu'e^/e verifie les pos 
Culats 2, 3, 5. 

i'^ie virifie aussi le postulat 4, pai'ce que 

8yin|siic[Bym(suca)]l = sym[siic(sym6)] = 3ym(8uc6) = symo = a, 

le postulat fi ( parce qu'il n'y a qa'un entier) et le postulat 7 (en effet, puisqu'i! 
n'y a quVw entier, de la seule condition a de son jiypolhese on deduit immidia- 
tement ea these). 

(') Fow- la note ( = ) an g ill. 

(') L'iitterpretatioii 2 ne verijie pas le postulat 1 (car, par exemple, 1 est un 
entier, mais sym i n'est pas un entier), landfs qu'elle verijie tons les autres [voir 
ia note (V) at. §111]. 

(*) L'interpretation 3 ne verifie pas le postulat 3 [car, par esemple, 

sym(sym6) — symrf= c], 

mais oil constate immSdiatemeDt qWelle verifie les postulats \, a, 5, Elle virijle 
aussi le postulat 6 (paict que, par liypotliese, h, c, d sont tous diffcicnts entrc 



y Google 



'I. iNTliRPHETATION QUI NK VERIFIE PAS I.li SEliF, POSTUf.AT '\. 

entier signifie ensemble des objets a, b, c, c/, fi, 
suca= b, sac6=^c, sue c = d, sxicd:= e, suce --^ a, 
symfl ^«, sjmb ^d, sjmc r- e, ayrad^b^ syrae ^c ('). 

3. iTiTERPBlJTATIUN Qfi ^E VEREFIE PAS LE SEITI, POSTULAT J. 

entier signifie ensemble des objets a el i, 
saca^ b, sue b^^ a, 
sym(T=:: 6, sym b = a (-). 

eus), le postulal .'\ (parce que, 

sym|sTic[sym(suG<i)l! = sym[siic(sym6)] = sym(suct;) = sym 11 = a, 

h c b C...I1, 

c d c d...c., 

d a a b...d) 

et le postulat 7 (pa ice que des seules con di Dions a et p de son hypolii^se on di^duit 
sa these). 

( I) L' interpretation. 4 ne verifie pas ie postulat i (car, par exemple, 
sym|3iic[aym(snoa)]i =Bym[anc(ayin6)] = syin(suoti) = syme — c), 
inais on constate immSdiatement ^u'elle verifie les postulate 1, 1, 5. Elle verifie 
atissi Ic postulat 3 [parce que 

sym(syin'y.} = syma = a, 
b d...b, 

d b...d, 

le postulat 6 (parce que, par hjpothese, b, c, d, e sont tous diff^rents enire eux) 
et le postulat 7 (parce que des seules conditions a et p de son liypothese on de- 
duit sa these). 

(') V interpretation 3 ne verijie pas le postulat 5 (parce que, par hypoihSsc, 
a et 6 sonl diff^rents), mais on coastals immediatemeut qu'eWc verijie les postu- 
lats 1, 2, 6, 
Elle verifie aussi le postulat 3 [parce que 

sym(sym«) = symb — a, sym(sym^j) = syma =- b], 
le postulat J\ (parce que 

sym{suc[sym(snc«)]l = syin[snc(symS)] = sym(siic«) = symi= a, 

b a b a...bj 

et le postulat 7 (parce que des seules conditions a et p de son hypothese on de- 
duit sa these). 
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C. Inti.:rprkcatlon qui ne verifik p,vs le seul postut.at fi. 

entier signifie ensemble des objcts a et b, 
sue a^^b. snc b=: a, 
sym«^ a, symb^ ^ {' )■ 

eutier signifie enseinlilc des objeLs a, fe, t, 
suca= a, sue 6 = c, sncc = 6, 

symrt := «, Bymfe= c, sym c ^ ^ (')■ 

V. — Irreductibilite de itotre systems de symboles iion d^finis 
par rapport a notre systeme de postulaU- 

Notre systeme de symboles non definis {II) est irriductible (I) par 
rapporia notre systeme de postulats (II). En voici la demonstration (I) : 



( ') L' interpretation 6 lie verifie pas le postulat 6 (parce que, par hypol.hese, 
a et A sont diff^renls), mais on constate immediatement qu'elle verifie Ics postu- 
lats 1, 2, 3, 5. 

Elle virifie aussi le postulat 4 {parce que 

sym!suc[3ym(suca)]| = sym[Hiic(fiym6)J = sym(sHc6) = syma = a, 
b a a b...h) 

et le postulat 7 [parce que dcs sculcs conditions a ct ^ de son hypothese on de- 
duit sa these). 

Cj L'interpritation 7 ne virifie pas le postulat 7 (car si, par exemple, a esi 
le seul entier qui appartienl k la classe «, eette classe virifie les trois conditions 
de V hypoth&se du postulat 7, mais elle n'en verifie pas la these, parce que, par 
hjpothese, a, b,c sonl tous diffSrents entre eux); mais on conslale imm^diatement 
qu'eWe virifie les postulats i, 2, 5. 6. 

Elle verifie aussi le postulat 3 [parce que 

sym(syma) = syma = a. 



t le postulat 4 (parce que 

aym!Buc[syni(suca)Ji == sym[3nc(sym«)J ^sym(suc<i) = syma = a, 
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I SVSTEHE IHRKDUGTIBLB DE POSTLLATS. 'JJS 

(Dans les interpretations siiivanLes, n, b, c, rf, e, / represeiueut des 
obj'ets cjuelconques, mais tous diffirents entre eax.) 
Si 

SUCw = i, STlci — C, SUCC ^- a, SUC(/ = '', suce =/, suc/=rf, 
sym« = a, syin6 = c, symc=/', symrf=(/, symfl=/, sym/— e, 

/OJM /ej postulats sont verifies, soil quo 

enlier signifie ensemble des objeis a, b, c, 
soil que 

eiitier signifie ensemble des objeis d, e,fl^). 

En considerant ]a premiere setilement des significations cnoiici5es 
d'entier, nous savons done que, si 

entier signifie ensemble des objets a, b, c, 
sued = 0, suci — c, succ — «, 
syma ■— a, Bymli = c, syiac — b, 

lous les postulats sont verifies. 

Mill's lis continuent A Sire verifies si, en conservani ces interpreta- 
tions t/'entier et de sym, 

StXGa—c, sacb^a, BUOc — b (^), 

et aussisi, en conservant les interpretations precedentes rf'entier et de 
sue, 

sym« — b, syrat — i, symc = ^ (s). 



(1) En dormant & entier la premiire des signijications finoncees, 
iinmediatement que les postulats i, a, 5, 6 sont verifies; pour le postulat 3, v 
la note a I'interpr^tation 7 (IV); pour \e postulat 4, on constate que 

Byralsuo[sym(3uc«)]l = symfsiic(sym6)| = syiii(aTicc) = symit = a, 
b c b c. ..&, 

et pour \t postulat 7 on constate que, des seules conditions a el p de son hj] 
ih^se, on deduit sa these. 

Si Ton remplace reciproquemeal a avec d, b avec e, c avec /, la signification 
sue ne change pas et celle de sym non plus, tandis que les deux significatii 
d'entier se remplaceni reciproquement. Par suite, en donnant k entier la secor 
des significations ^nonc^es, tous les postulats sont aussi verifies. 

(5) En elTet, nous n'avons fait qu'echanger b et c. 

( = ) En effct, nous n'avons fait qu'echanger a el c, h ot a, c ct b. 
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Ainsi nous avons de-montre, que noire systeme de symboles non 
d&finis et notre systdnie de postulats satisfont a toutes les conditions 
logiques que nous avons enonc^es dans le § I ('). 



(I) I'our les defiailions des aiitres symboles de cette tUdoi'ie (moyennant 
symboles non difinis) et les dimonstrations des autres propositions de ci 
theorie (mojennant nos postulats), voir VEssai que nous avons cite 
cement (Bihl. du Congr&s int. de Phil., t. Ill, p. 3o9-365; Armand Colin, Paris, 
igoL), oil sa traduction idfographique [Nameri iiiteri relativi {Repue de Math., 
t. VJIl, n"2, p. 7^-S.j; Uocca freres, Turin, 1901)], 
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iPERCD SUR lES DEYEIOPPEHENTS HECENTS 

THEORIE DES ERACTIONS CONTIINUES, 

Pah M. II. PADE (Poitiers). 



Les dcveloppemenLs de la Uicoric dcs fractions continues dont il est 
question dans cette Gommutiication (') ont leur originedans i'examen de 
cette question : Que faut-il etilendre par le d^veloppement en fraction 
continue d'une fonclion? 

1. Une generalisation facile de la tli^orle des fractions continues arilli- 
m^tiqiies a conduit, depuis longlemps, a la notion du developpement en 
fraction continue d'une fonction repr(5sent^e par une serie ordonn^e sui- 
vant les puissances d^croissantes de la variable : 

/(-')=«o-^ + ^-;- ?f --■■■■ 



Les numerateurspartielsde cette fraction continue sont ^ganx a I'unit^, 
ses denominateurs partiels sont des poljnomes en tiers en z, et ses r^duites 
sont caractSris^es par la propriete que chacune d'elies donne une approxi- 
mation dont I'ordre est superieur au double du degre de son denomina- 
leur. Dansce qui suit, jedonnerai, pourabreger, a cette fraction continue 
Je ao\a A& developpement canonique relatif a la fonction//- J- 

La notion du developpement en fraction continue ne se presente pas 
avec la mfime slmplicite quand il s'agit d'une fonction ordonn^e suivant 
les puissances croissantcs de la variable. LJn exemplc \a Ic monlrer 
imm^diatemenl. 

(1) J'ai ciu pouvoir, en redigeaiit cette Communication, la completer en quelqi 



points que 



peu de temps accord^ par le reglement des stances du Congi'^s i 



pas permis de developper oralement. 
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SKCONDE PAaTIE. 

. Considerons le 



- CONFBBENCES ET COWSIUNIC 

s de la ionclion exponenlielle 



cinq clevelopjiemenls en fractions continues de celle fonctioii onl eti': 
doniies avant ces dix dernieres ann^es('). Deux proviennen ides form iilesi 
generales d'Euler el de Gauss; les trois aulres ont ele donnes sp^ciale- 
inent ponr la fonction e^ par Lagrange. 

Par leiir aspect exl^rieur, ces cinq developpements presentent a la fois 
des analogies et des differences faciles a apercevoir; mais si I'on fail Ic 
calcul des premieres r^duiles de chacim d'eus, on reconnatl imm^dia- 
lement qw'il n'en est pas deux pour lesqiiels ces r^duites ne soient diff^- 
renles; el c'esl alors que I'on se troiive en face de cette question : Quel 
sens precis faut-il attribuer a cetie locution de diveloppement en frac- 
tion continue d'une fonction? Et, en outre ; Quel est le nombre de ces 
d6veloppements?par qui sont-ilscaracl^rises?quelles relations on t-ilsenlre 
eux? elc. {'). 

C'est ainsi que, dans une Communication faite, le ^ fevrier 1896, a la 
Soci^t^ royale d'Edimbourg, M. Thomas Moir remarqiie que deus deve- 
loppements en fractions continues de arc lang x (dont I'un est celui 
d'Euler) ne s'accordent pas dans le fond, en ce sensqu'ilsn'ont pasles 
in^raes reduites. Dans une autre Communication, du 10 fevrier 1876, a 
la Soci^te malh^molique de Londres, i! met en parallele le d6veloppement 
classique de Gauss avec la fraclion coniinue deduite, pour la fonclion 

(I) Les aiiditeurs de cette Communication avaient recii une feiiille oCi eiaient. 
reproduites les formules necessaires pour soivre aisenient mon exposition; ces foi- 
iiiules n'elant pas donnees ici, je renverrai simplement a mon Memoii'e : Sur les 
developpements en fractions continues de la fonction exponenlielle {Annales 
scientifques de l'£c,ole Normale supirieure, 3= serie, t. XVI; 1899), d'oii elks 
avaient Ste en grande partie exlrailes. 

pToir donne sa cel^bre fraclion coniinue et celles qui en decouient, 

le ainsi : asserique potest vix ullas fractiones continuas secun- 

'viam progredientes ab analystis hactenus erutas esse, qum sub 

am casus speciales non sint oontentm. En rialiie, la fraclion 

me nous venons de le dire, des frac- 

d'Euler el de Lagrange, qui lui soni 

3 particulii 



(^) Apies i 
Gauss s'expri 
dum legem o 
nostris ianqi 

coniinue de Gauss, pour e^', est distincte, con 
lions conlinues, relatives a la mfirae fonclion. 
anlirieures. La fraction de Gauss ne renfei'ine, Ci 
fractions donnees anterieurement; elle BJoule sei 
culi^res auxquclles cllc s'applique, une nou^elle fr 



,, pour les fonciions parli- 
j celles deja connues anic- 
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de la relation qui lieles Irois fonctlons 

V\ien n'est plus propre que ces deux Notes, presentees k la m^me 6poc[ue, 
|>ar le m^me auleur, a faire sentir la difficiilte vis-^-vis de laquelle on se 
trouve. Les fractions continues doonees pour arc tanga^ merilent bien, en 
cEFet, le noni de ddve/oppemenl en fraction continue de arc tang a;, mais 
non pas la i'raclion continue que M. Muir fait correspondre au quotient 
precedent de deux fonctions hypergeom^lriques; outre que, au point de 
vue forinel, celle-ct presenle deja, avec loules les pr^c^dentes, cette 
difference fondamentale que les numerateiivs parliels ne sont pins de 
simples inonomes, elie ne se ratfache aucunemenl a la fonction ( i ) par 
le lien essenliel qui, a mon sens, caraclerise un developpement en 
fraction continue dc cctte fonction, et qui eiit la base des consideiations 
qui vont suivre. 

3. Ce lien est conslitue par cette propri6ie, commune d. toutes les 
reduites des differentes fractions, que chacune de ces reduites, d^veiop- 
peeenseriede Maclaurin, reproduit la serie qui definit la fonction jusqu'4 
UQ lerme inclusivemenl de degre au raoins 6gal k la somme des degriis 
des lermes de la r^duite. 

A.insi s'oifre d'elle-m6me la question plus generale de I'etude des frac- 
tions rationnelles satisfaisant, pour nne fonction. donn^e, h. cette condition 
d'approsimation; et voici les principaux r^sultats auxquels elle conduit, 
el que j'ai fait connaitre dans ma Thgse de doctorat : Sur la representation 
approchee d'une fonction par des fractions rationnelles (Annales 
scientifiques de t Scale Normale superieure, 3'= s^rie, I. IX, iSgri). 

A cliaque couple {]/., v) de nombres entiers positifs ou nuls, ou, si I'on 
veut, a cbaque point ([a, v) du plan xOy, correspond une fraction ration- 
nelie et une seule,^ savoir : I'unique fraction rationnelle irreductible qui, 
pour X inGniment petit, diff^re de la fonction d'une quantile dont I'ordre 
infinitesimal est le plus grand possible, tout en satisfaisant S ces condi- 
tions, que le degr^ du denominaleur soil au plus egal a fj. et le degr6 du 
numerateur au plus ^gal a v. Je la nomine la fraction rationnelle 
approchee relative au point (|^, v). 

L'ordre de I'approximation donnee par cette fraction est d'ailleurs tou- 
jours plus grand que la somme des degres de ses lermes. 

Dans le cas general, ces degres sont egaus precisement a ji. et v, et 
l'ordre de I'approximation est cgal a |a + v + i . G'est ce qui a lieu, pai- 
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esemple, quel que soit le poinl (;i, v), pour la fbuetion e''. La fraction 
est aiors dite normale. 

Dans un tableau uniqiiemenl compost cle fractions normales, tel que 
eelui qui est relatif a e^, il y a lieu de consid6rer neiif dispositions 
elementaires de trois points A, B, C, dans chacune desquelles chaque 
poinl est contigu au precedent el plus avancti que kii dans le tableau. 
Pour une telle disposition, les niimgrateiirs A.,, B,, C) et les denomina- 
teurs Aj, B3, C|i satisfont a ane mgme relation de recurrence 

(2) aA-i-aI5 = C, 

oil V. est un monome & coel'ficient et exposant differents de z^ro, el awn 
polynome h terme constant different de z^ro. De leiles relations ont d^ja 
ete donn^es par M. Frobenius dans son M^moire Ueber Reladonen 
zveischen den Nciherungsbrilchen von Potenzieihen [Journal de 
Crelle, t. 90, .881). 

Si I'oQ considere main tenant une suite A, B, C, D,... limiteeoii iltimit^e 
de points tels que trois cons^cutiis quelconqiies offrent toujours I'lijie des 
neaf dispositions Elementaires, il est Evident, par suite de I'existence des 
relations de recurrence, que les fractions correspondantes seront les 
r^duites consecutives d'une fraction continue, ayant pour numeraleurs 
partiels les nionomes a. el pour denominateurs partiels les polynomes a 
qui se presenlent dans les formules de recurrence successives. 

Pour des dispositions reguli^res convenables de points, on obtiendra 
des fractions conlinues ofFant une parfaite regulariLri, Pour la fonclion e^, 
par exemple, ces fractions reguli^res sonl au nombre de six; mais ce 
sonl des fractions don t chacune renferme une ind6teriiiinee k laqiielle peut 
etre attribute une valeitr enti^re positive ou ntilie quelconque, en sortc 
que chacune des six fractions en renferme une infinite d'autres, Les cinq 
fractions anl<5rieurement connues et dont j'ai parle precedemment(n'' 2) 
se retrouvent ainsi, comine des cas Ir^s particubers, psrmi tous les d^ve- 
loppements r^giiliers en nombre illimite auxquels donne naissancc Ic 
tableau des fractions rationnelles approcbees de e^ . 

J'arrive maintenant au cas plus compiique oil le tableau des fractions 
ralionnelles approcbees renferme une ou plusieurs fractions anormales. 

La distribution de ces fractions dans le tableau se fait suivani une loi 
d'une grande aimplicite : une fraction anormale correspond toujours a 
Lous les points d'un carrE dont les cfilEs sont parallfeies aux axes, et dont 
le cote comprend un nombre de points Egal a la difference entre la aomme 
des degrcs des termes et I'ordre de 1 'approximation. 
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M. PADE. — LA TIlEORiE DES FR.MJTLHXS CONTINUES, 2tli 

Pour avoir, dans ce cas, une relation de recurrence k trois termes, telle 
que la relation {2), il suffit encore de consid6rer les fractions qui corres- 
[londent k trois points contigus ei pro gressants ; mais la definition de 
tes expressions esige ici des details dans lesquels je n'entrerai pas. 

Si I'on considereune suite de points dont trois cons^cutifs qaelconques 
satisfassent k\a. condition pr^c^dente d'Stre contigus et progrcssaiits, illiii 
correspond un d^veloppement en fraction continue de la fonction. 

Nous arrivons ainsi aux conclnsions suivantes : 

Etant donnee une fonction developpable par laformule de Maclau- 
rin, il correspond, a chaque point du plan de coordonnies entieres 
positives ou nulles, une fraction rationnelle spSciale, dite fraction 
ralionnelle approcWe de la fonction, caracterisee par certaines con- 
ditions qal lad^terminent compl&teinent. 

A une succession, de points convenab lenient choisis dans le plan 
correspond un developpement en fraction continue de la fonction, 
les reduiles n'ilant autres que les fractions rationnelles approchees 
relatives aux points de la succession consideree. 

Au point devue formel, les diffirentes fractions continues ainsi 
formees onten commun ces caract&res que tous les numerateurs par- 
tiels sont des monomes d. coefficient et exposant differents de z6ro, et 
tous les denominaleurs partieh des polynomes rationnels et entiers a 
terme constant different de zero. A u point de vue du fond, elles sont 
caractirisees par ces conditions que toutes leurs reduites appartiennent 
au tableau des fractions rationnelles approckies de la fonction, et 
donnent une approximation dont Vordre crott constamment quand on 
passe d'unereduite d. la suivante. 

Ge sont ces fractions continues que j'ai nommees les fractions conti- 
nuesholo'Cdes Ae\Aioncl\on\p/i.€fna\rt S ur les developpetnenlsen fractions 
continues de la fonction exponentielle [A nnales scientifiques del'Ecole 
Normale superieure, 3°serie, t. XVI; 1899]; et il y a lieu enfin d'aj ou- 
ter que: Par mi les fractions continues holoides, ilfaut distinguer, dans 
le cas oil elles existent, les fractions continues regulieres qui renfer- 
inent comme cas tres pariicutiers les developpements en fractions 
continues anterieurement connues pour quelques fonctions spiciales. 

■4. J'examlnerai succinctement les consequences les plus imm^diales de 
ces nouvelles notions. 

La premiere question qui s'oiFre est celle de la reciierche des rapports 
qui existent entre I'uniqiie developpement canonique relatif a la fonc- 
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lion /" ( - j cL Ics fraeiions continues holoi'cics, cii norahrc infini, qui cor- 
respondent k \s fonclion /{^)- 

On Irouve immediatemeni, par le changement de - en x, que cette frac- 
tion canonique correspond a la fraction continue holoidc qui donne !es 
rediiitesde labisseclrice_)'^=a;du tableau des fractions rationnelles appro- 
ch^es. Si, sur celte bisseclrice, se rencontrenl des fractions anormales, 
celles'ci se trouvent signalees, dans le d^veloppemenl canonique, par unc 
elevation correspondante du degre des quotients incomplets. Un tel quo- 
tient, en effel, est loujonrs de degre ^gal an nombre des points de la 
bisseclrice aiixquels correspond la r<5duite precedani celie k laquelle il se 
rapporte lui-mSrne, c'est-4-dire celle que I'on ohtient en limitant la frac- 
tion continue a ce quotient incomplel. 

Si a d^signe un nombre entier posilif, la fraction continue holoide 
donn^e par les points de la parall^le j'^^ + a k la bissectrice correspond 
au deveioppement canonique de la fonction s''/(-)- J'ai enonce cette 
proposition dans nne Note pr^sent^e k I'Academie des Sciences le i5 Jan- 
vier 1900. Elle fait enlrevoir imm^diatement la difference profonde qui 
separe le cas des series ordonnees suivanl les puissances croissantes 
de la variable, et ceiui des series ordonnees suivant les puissances 
decroissantes de la variable; elle donne, sans doule, la raJson intime des 
difficultes renconlr^es par M. Hermite dans sa tentative de passer, par 
simple analogic, du premier cas au second [Sur la generalisation des frac- 
tions eontinues algebriques {Annali di Matematica pura edapplicata^ 
2'serie, I. XXI; iSgS)]. 

o. En se limitant loujours au cas des fooctloris d'ujic scule variable, lo 
question de la generalisation de la throne des fractions contiiiues pent 
Stre envisagee de deux points de vue differents. 

Et d'abord, au lieu de considerer le seul point zero de la fonc- 
tion f{x), on peut demander de representer approximativement la fonc- 
lion par une mgme fraction rationnelle, dans le voisinage de plusieurs 
points discrels, I'ordre de I'approximation tUant donn^, a priori, pour 
chacun d'eux, en ce sens que, en chacun de ces points, la fraction et un 
nombre determine de ses deriv^es successives doivenl acqu^rir les m^mes 
valours respectivement que la fonction et ses d^riv^es. Cette id^e, emise 
d^JEk par Jacobien i843, dans son Memoire Ueber die Darsiellung einer 
Reihe gegebener Werthe durch eine gebrockene rationale Function 
{Journal de Crelle, I. 30), est celle-Ia mfime qui a inspire a M. Her- 
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II. PADE. — LA THiSORIE DE8 FRACTIONS CONTINLES. 26:> 

mile ses belles reclierches Sur la formule d' interpolation de Lagrange 
{Journal de Crelle, t. 84; 1878). 

Dans ie cas extreme ou tons !es points consid^r^s sont regard^s comme 
simples, la fraction qui resoiil la question n'esl autre que ]a fraction d'in- 
terpoiation deCauchv, J'ai indiqiie recemment {Comptes rendus des 
sSancesde I'Academie des Sciences, la mars 1900) comment se g^nera- 
lisenl, dans ce cas, toiites les propri^t^s que j'ai fait connaitre plus haul 
d'un tableau de fractions rationnelles approcliees toutes normales. 

IjC second point de vue, duquel on peut encore envisager la genera- 
lisation en question, a aussi son origine dans les Iravaux de Jaeobi. C'est 
celui auqiiei s'est place M. Hermile dans son Memoire, cite pr^cMemmenl., 
Sur la generalisation des fractions continues algebriques. 

II consisle h rechercher les syst^raes de trois poiynomes P, Q, R, tels 
que, poui' des limiles sup^rieiires fixees a priori Ac leurs degr^s respec- 
lifs, I'expression PSi-f-QSa+RSj, on S,, Sj, Sj sont trois series en tiSres 
donn^es, soit d'ordre infinitesimal maximum. C'est h cette question que 
Tchebichef, g^n^ralisanl les recherches d'Abel sur les intcgralcs pseudo- 
elliptiques, a rattachS la determination en termes finis des int^grales abe- 
liennes qui dependent d'un radical ciibique. 

La notion de I'ensemble des fractions rationnelles approcliees, rempla- 
cees ici par des syst^mes de trois polynomes, celles des lois de recurrence, 
de la generalisation des fractions con tinuesholoides, des fractions continues 
regulieres, etc., s'etendent encore ^i cecasbeaucoup plus difficile, el m^me 
au cas oil it s'agit de I'expression lineaire generaJe 
P,S,-f^PjS2H-.--i-P«S,i- 
C'est ce que j'ai mnntre dans mon Memoire Sur la generalisation des 
fractions continues algebriques [Journal de MatMmatique.s pares et 
appliqaies, 4^ serie, t, X; 1894)- 

6. Je voudrais, en lerminanl, indiquer le rdle que me paraissent appe- 
lees a jouer dans les applications les nouvelles notions introduites dans la 
theorie. 

Ces applieaiions ont toujours ^le bashes, jusqu'ici, soit sur le develop- 
pement canonique, soit sur un nombre tres limite de fractions continues 
holoi'des de la fonction. Ainsi, Tchebicbef, dans ses admirables recberclies 
relatives aus questions de maximum et de minimum, a i'ioiegralion sous 
forme finie des differentielles algebriques, a I'interpoiaiion et I'evaliialion 
approchee des integrates definies, etc., semble n'avoirfait usage que de 
Tunique developpement canonique; Jaeobi et Ilalphen n'ont envisage que 
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2G4 SBCONUl! l>ART[e. — OONf KHBNCES Bl' COMHUNICATIUiNS. — SUCTION I. 

deiix des fractions holoides reguli^res correspondaiites au radical ellip- 
tique qu'ilsd^veloppent; Stieltjes, enfin, dans son beau et dernier M^moire 
si hautement appr^ci^ parM. Poincare, n'a constdere qa'une Traclion des- 
cendante speciale, correspondante k une fraction continue holo'ide regn- 
li^re donnant deux categories de r^dnites donees de proprietes differentes ; 
et Ton pourrait multiplier les esemples. 

N'est-il pas legitime de croire que les proprietes reconnues h qiiel(^ues- 
unes des fractions continues holoides qui correspondent a une fonctioii 
doivent, dans des cas etendus, conveoir encore aux autres fractions 
continues holoides dels fonclion. Onlepensera certaineraent, en songcant 
a I'jdentile du lien qui raltache ces diverses fractions i la fonction, leurs 
r^duites venant toules se confondre, sous un point de vne common, dans 
I'ensemble des fractions rationnelles approchees de la fonclion. 

La plus grande partie des resultals obtenns jusqu'ici par I'usage des 
fractions continues me senible done devoir se prfiler a une large generali- 
sation; et I'on doit m^me s'atiendre h ce que cetle generalisation seule 
leur Passe acquerir le plus grand degre de simpliciie dont ils sont sus- 
ceptibies. 
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SECTION II. - ANALYSE. 



SUR L'EYANOmSSEMfflT 



FONCTIONS e j)E PLUS1.EURS YARIABLES, 

Par M. TiKTIOMANDItTTZKY (Kharkov'). 



On sait que la fonclioti 
dep variables in<Je|)endantes u/,, definies |)ar les ecjiiaLiuDS 

{!/, ^tant l'int6grale abeliennc de premiure espece) devieiit egale 

zero : 1° lor.sque qiielques-ims des poiiils {x,-, yi) viennent tomber a 

point (5, /O' '^" ^-° loi'sqiie tons 1(!S poiiils {xj, yi) vienneriL siir uii 
meme cowrbe adjointe de premiere espece 

requation fondamentale du genre/) etant 

(■i) ^■C^,h = o. 

Si I'on i^clinii; (oe qne je tiens pour !e plus naturel) ia fonctioii d'apr< 
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coMjiiNicATioNS. — sEnriON ii. 
Weierslrass a\i nioyen des transcendiinies abeliennes cic dcusiemc 
espece 

(5) ^(.^.V = 21'!f 

[lift d^signaiit I'inlegrale de seconde espece, lac|uello dcvient infiiiic co' an 
point fondamenlal (oj, fe^)] par les ^qualions 

(7) H"U^L) = e'H^'\ 

on doit dediiire la proprii5te mentionnee de cetle fonclion de celles de la 
transcendante abellenne de la deusifeme espece (5); c'est ^ cela qii'esl 
consacr^e cette Note. 

1. Les argomeiils de cette traasc end ante dans reqiiation (6) peuvent 
gire exprimes par les sommcs des intcgrales de premiere espece a I'aide 
da ih^oreme d'Abel 

(8) |K"|>;.:f 

les points (^, yt) et (a/, y^^) 6tant les zeros et les points (xi, yi) et 
(rtA, bk) les infinis de la fonction prineipalc de la variable [z, y^) 

(9) '?.,?(«/., &*;W>i); 

mais on ne r^ussirait pas k represenler ainsi la transcendante 3 de (6) 
par celie de (5), carle theoreme d'Abel pour les inl^grales deladeusieme 
espece devient illusoire, lorsque I'line des limites de I'inlegrale se confond 
avec son param^lre ; c'est pourquoi nous prendrons pour point de depart 
la fonclion principale 

{a:',y') designant im point tres rapproch^ du point (a/,, b/,), mais non pas 
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confondn avec lui. Aiors on aura, par le ih^orfime d'Ahcl : 
de («/t, Z>s) 



on trouvcra ois^ment qii'ala limite, lorsque le point (x',y) se confondva 
avec le point (a/(, 6*), le second membre de 1'^qual.ion aura nne valenr 
finie el d^terminee. Par la mSme nielliode deslimiles on poiirrait discuter 

le cas on quelques-nns des points (^,, j-;), en nombre )> par exemple, 

coincideraient avec le point (S, ^5); maisl'autre cas, celui de I'indetermi- 

nalion, le cas ou les points (a:;, y/) viennent sur la courbe adjointe de 

premiere espece (3), ecliappe a ceLle meihode, appliqu6e directemenl; 
c'est poitrquoi nous allons donner d'abord k la fonction principalc unc 
autre forme. 

2. Nous ^erirons maintenant aprcs rai'gument de la fonclion adjoiiHc 
ses z^ros arbitraires et puis ses zeros non arbiU'aires, en les separant dcs 
premiers par un trait vertical. Ainsi 

(■5) <f( ~ , fz; ^i,r< I ^i.7'i) 

rcpresenLcra nne I'onction adjointe de premiere espece avec les p ^ i 

zeros arbitraires anx points (xj, yi) et les antres p — 1 zeros, qui sont 

completement definis par ceux-ci, anx points {x'l, y'i). De nigine 

('6) 4V,.,(2,rz; ^:^V:-; lyi I «ly^d 
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repr6sentera une fonclion adjoinle de Iroisieme espece avec les iafinis 
(param^tpes) aux points {x' , y') el {xp, y-p), laquelle ases/) a^ros at-bitraires 

aiis points [xi, y,) el (^, y{j et les z^ros non arbitraires aux points 

(*(, j'o;.), ces derniers etant les meines cjue les p anlres que (?,y^} z^ros 
de la fonction (to), car ils sont d6termin^s d'apr^s les mgmes donn^es 
[x', y'), (xi, yi), (^, y^), seulement maiatenant par 1' intermedial re des 

{x'i,yi). 1! est facile de verilier qu'oit aura 



'^,i(.x\y:x^.y,) = 



-?( 3 . j=; m,yiV^'i.fi) 



c'est sons celte forme nouvelle de la fonclion pvincipale que nous allons 
la consid^rer niainlenant. 

Lorsque le point [Xp, yp) viendra coincldcr avec le point (?, yi) on 

avec I'un des points [x'^ , y'/), par cxempie avec le point (*^J,-m\7J.-i)' 
comme Tun des deux infinis de la fonction (i6) sera absorbs par I'un de 
ses zeros arbitraires, \'un de ses zeros non arbitraires {a^, yay), par 
exemple, doit co'Cncider avec Vautre infini {x',y') de la fonction, 
pour I'absorber aussi, car il n'esisie pas de fonclions adjoinles qui 
auraient un seul infini. Done, dans les deux cas, la fonction (i6) se 
r^diiira a une fonction adjointe de premiere espece : dans le premier cas, a 

;i cjiioi i'on aura, commo il est aise de voir : 

(19) ('j.i,ya,) = (:>:i,yi), 

dans ic second a 

(■'■"} o("z \ V='; ^'i^y'r, ?,n I ^/i A), 

les equations (19) n'ajant pas lien maintenant. Dans lo dernier cas, la 
fonction (i^) reviendra a la fonction 



« , y^; ^/.yi^^'hy'i) 
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qui aura \es p infiuis aux points (xi-,yi), car on a a;^^ ■^f>-ii J)'/' --^j"-i ! 
et les z^ros aux/> points {5, y^) et (ai,y^.), les points (,r,', y^) 6lanl les 

z^ros communs du niimeraieur et du d^nominateur. On aura done dan^ 
ce cas, par le tlicoreme d'Abn!, 

(23) "" = 2^"^,f" (^'^ ''-'■' ■■■'P)' 

Maisc'est jiistementlameme forme que prend, en vertu des equations (ig), 
Texpression de u/i dans le premier cas, iorsque (a^p, yp) vient tomber 
en {\,y^). Done, a I'aide de I'equaiion (v.a), quiexiste dansle second cas, 
ce cas est ramene an premier. 11 ne reste done a considerer qrie ce pre- 
mier cas. 

3. Dans le premier cas, en vertu de (19), la fonction (1^) se reduira a 
I'unil^ et I'equation (12) deviendra une identity, qiielque proche que soit 
le point {x'^ y') de {a/,, b/,) ', done, on a a la discuter par la m^ihode des 
limites. En verla de la propriete hien eonniie de la fonction adjointe de 
troisieme esp^ce 

et de cette autre, esprim(5e par r(iqiia[ion (en n't^erivani. que les z^ros 
arbitralres), 

I =— ®,r,„ „(5. 75; ^/.^ri; ^, r:) ?p( = , r= ; ^hyr, t, n), 

■ip{ 3 , Js ; xl, y-; i,jO ti'-sigtiant une fonction adjointe de premiere 

cspece ajant ses z^ros arbilraires aiis points {x'l , y'l) et prenant une 
valeur ^= i au point 1^^, y^), on aura, lorsque (x', y') est tr^s rapproch^ 
de (a*, ift) cE {Xp,yp) de (Xy{j,\e developpement suivantpour la fonc- 
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lion 4V,^(1e (12) ; 






en portant ce d^veloppement an lieu de la fonclion dans Tequation (12), 
oil trouvera, ajanl 6gard a {i3), que 



(11^- R"Jog$...,,>(«,.. b^; ^;, y\\ J,ri I «.-./«,) 



(27) 



_Jy 



fy- <pp( o,ic , b^ ; x^, >-,) -I- 1l'(^,,— ^]. 



Commc D„jlog^( cii, , i* ; Xi, vi | ^J , ^X;) est nne (^iianlilc finic, nous 



(28) C/.+3(«/. + l,,)^^ y;; 'ip{a, ,l>„; ^^,ri)^/<,-, 



^ 



/ci, d^signanl les termes c|ui ne conliennent pas des puissances negatives 
de {xp — 5). Done, en portant celle expression dans I'^qualion (6), on 
trouvera, vu que 

(^9) dc.,= ^li^^'^^,,(%\%r, ^/,'.ri)du,, 



(3o) 1>(u/.]0-loi,'(^/.-?)-r I, 

I ne contenaut pas de puissances m^galives dc Xp — ^ ;, et par j'equa- 

Lion (7) 

(3i) e(Hft-^L) = (;^^-0^', 

d'oiil'on voit q u 'effective me nt la fonction devient egale a o, lorsque 
I'lm des points [x,, yi), par exemple (xp, yp), vient coinclder avec le 
point (^,j£). 
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Ce n'esl que pour abr^ger resposition que nous avons suppose qu'un 
seiil point (xp, yp) lonibe en {\-,ys^)\ s'il j en avait \ <Ie pareils, on 
aurait it reinplacer dans I'^quallon (i a) la fonction principale par la somme 
de \ expressions pareiiles i (17), construites pourchacunde ces 5. points, 
en lui donnauL le role de {Xp, yp). 

Dans le second cas, lafonclion ^= 9 pouvant fitre r^duite a la forme (3r), 

quels que soientles {\, yCj et (;c,, ^,), revanouissement de cette fonclion 

;, ies p — I ties (a,-, yc/.i) restaoL 
ernier vienl toiij'ours tomber 



la lieu identiquenicn 


I. C'est ps 


letermines comme li 


3S (,rjy; 


(a/,, b/,}. 
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UNE EXTENSION DE LA SERIE DE TAYLOR, 

l»Aii M. MiTTAd-LEFFLElt (Stockholm}. 
L'expicssioii limite 

connue sous le iioni de serie de Taylor , possede la propriety fondamcnlale 
d'etre uniform^menl convergenie pour chaque domaine k I'int^rieur d'un 
certain cercle, soit C, mais de diverger pour chaque poinL en dehors dii 
m^me cercle. 






,io„l,.mML,„,G„(«lo) 



que je viens d'6liidier dans des Memoires recent^, possede la proprieL^ de 
converger imiforinement pour chaque domaine k I'int^rieur de I'etoile 
principale A, appartenant aux conslantes F'l*'{a) (fji=o, 1,2, ...,oo), etde 
ne converger iinilbrni^ment pour aiicun continuum embrassant un sommel 
de A. II est pourtant parfaitement possible que I G,i(3; | a) converge 

encore en dehors de A. II y a cette difference essenlielle entre I'expres- 

sion I . V ^F'''(«)(^ — «)'' et I'espression T . Grj,(a; | «), que le 

cercle C est toujours iiue etoile de convergence de I'cxpression 
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mais qu'ii n'est pas necessaire que I'ctollo A soit iini! (■loile dc convergence 
de I'expression I iini^ [ «)- 

Leproblemesuivaiitse [JOScalorsdesot-mfime.Remplaccr I 0„{x | a) 

par line auLre expression limite qui possede I'etoile A comme eloile de 
convergence. 

Ce problfeme peut fitre resolii de diffcrentes manicres. 

Voici ma premiere solution : 

0„(.r I «)-- Lim Li'n •■■ i-Jim ^ ^ " \2i tl„-,.„ ...,-.„ Fl'i+.-.+'-O («) (ar — a)*.*"- 
Les consLantes Ci^i, j,^^ sont des constanles numcriques donn^es donl 

et qui dcviennent des irrationaliies algebriques pour «>-3. On voit 
que X {x \ a) pour n ^-- i n'esL pas aulre chose que la serie dc Tajlor. 

L'espression v (x \ a) possede toujours pour toutes Ics valours de n 
une etoile de convergenee de forme bien determiu^e. Pour /i:=i, ceile 
etoile devient le cercle C. Elle s'approche indefiniment de I'etoile A quand 
n augmente suffisamment. 

L'espression limite 

possede I'etoile A comme elojle de convergence el Ton a en nieme 
temps 

FA.(^)= LimO,(^|«). 
Voici maintenant une secondo solution. Posons 

S.(^ 1 a)= F(«)+ Lm Jigu^ - ") 



^','-"(11: 



F»-ii(«) _— ) +pFr.i(S) 






y Google 



7. = nombve posilif qui n'ef 



..[■■(W"^©J=<i.,J[^.p,= 



P(")] 
Les Ajr'(^) soDt des poljnomes en ^ du degr6 [j. dont les coefBcienls 

sont des nombres ratlonneis posiiifs donnas. Ces poljnomes disparaissent 

ponr p = o. 

L'expression V (x \ a) devient ponr a = i la serie de Taylor. Elle pos- 

s&de line ^loile de convergence parfai lenient d6termin^e qui est pour 

a rr:; I le cBrcIe C el qui s'approche de plus en plus de I'etoile A quand a 

s'approclie de 7,ero. D'un autre c6t^ l'expression limite 

LimS.(.^|«) 

possede I'etoile A pour eLoile de convergence. 

On a done, pour I'intcrieur de I'etoile principale, I'egalite 

FA(^)=LimG„l-a^|a)=Lim b«(3!la)=LimO.(a:| a). 

L'etoilc A etant une etoile de convergence pour la seconde et la troi- 
si^mc de nos trois expressions limiles, ne I'est pas n^cessairement poor lu 

La premiere expression etanL 

€Sl line expression liiniLe simple, la Iroisienie etant 
Lm &.(»l»)-l'(o) + Lim Lm Zi^LiU*-!) 



pill (a 



est une expression limite double, la seconde etant 

LimS.(^l") 

^LimLim Lim.,.Lim 2d .i. . .^C/,),.,.i.„F'■^^-■+^.>(«)(a: — «)■ 
est d'une tianscendance beaucoup plus 6levee. 
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AjoutoDs encore I'observaLion impoi'Laiile que voici. H ^ a enlre C el A 
line eloile intermediaire A'"* qui pent etre amenee d'une maniSre con- 
linue de C a A. en faisant varier a depuis i jusque vers z6ro, et pour 
laquelle I'^galil^ 

FA("l(3;)=F(«)+LimZg>.(a:-«) 

a lien. Ccue eLoilc est une eloile de convergence pour I'expression 

T ■ 51 ^^■(■^ — "') '^("^ '^^'' ^^ *"" ''^^^ ""'^ expression liniite simple. 

Tous les theoremes que je viens d'^noncer peuvenl ^tre etendus a des 
fonclions analyliques de plusieurs variables ind^pendanies. Celle exlen- 
sion peul se falre de denx maniferea tres differenles. Dans la premiere, qui 
esl pour ainsi dire la plus baoale, I'ordreentre les variables independanles 
ne joue aucun role. Dans la seconde, an contraire, eel ordre a un r6le 
preponderant. 
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REMARQUES RELATIVES 

COMMUNICATION DE M. MITTAG-LEFFLER, 

Paii M. Emild HOREL (Paris). 



M. Borcl demande la parole pour presenter .juelques observations a 
Toccasion de la remarquable Communication de M. MilLag-Leffier. 

11 rappellc d'abord comment, des la publication de la belle d^cou- 
verte de P^minent geometre snedois, il a donn^ dans les Annates de 
l^Ecole Normale sup6rieure (1899) une demonstration exlr6memeQt 
simple du premier ih^oreme fondamenta!, Celte demonstration etait 
basee sur I'emploi de I'lnl^grale de Cauchy et se rattacliait imm^diate- 
ment a un principe ant^rieurement developp^ par M, Eorel dans ses 
m^moires siir les series divergentes. On peut le r^snmer brifevemenl : 
I'int^grale de Cauchy donne I'espression de toute fonction analyticjue 

comme somme d'une infinite d'(5!ements simples de la forme ■ ■-; il en 

resulte ais^ment que, ponr d6monlrer le th^oreme de M. Mittag-Lefller 
pour une fonclion quelconqne, i! suffit de le demontrer pour la fonction 

simple -; or, pour cetEe fonction simple, des propositions ^quiva- 

lentes (developpemenls en series de poljnomes) resulleni de recherches 
de MM. Runge, Hilbert et Painlev^. 

Soit maintenant, au lieu d'une int^grale telle que celle de Cauchy, 
une serie, somme d'une infinite denombrable de fractions rationnellcs; 
la meme remarque subsiste, d'oil. la consequence suivanle d^ji indiquee 
par M. Borel dans les Annates de VEcole Normale : le tbeoreme de 
M, Mitlag-Leffler peut s'appliquer dans des cas ou le prolongement ana- 
iyllque ne s'applique pas; il peut fournir un prolongement dans des cas 
ou il n'y a pas de prolongement, au sens de Weierstrass. 11 en riSsultc 
que I'^toile principale n'est pas necessairement une etoile de conver- 
gence pour Pexpression limite simple donntSe primitivement par M. Mit- 
tag-Leffler. 
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Mais on pent aller pins loin el, en emplojant une m^lhode indiqu^e 
pour la premiere fois par M, Bore! dans sa Th^se et reprise par liii dans 
ses premieres Lecons sur la tkeorie des fonclions, on pent demontret- 
la proposition suivante : Etant donn^e one expression limile simple 
(juelconque, analogue & celle de M, Mittag-Leffler, c'est-a-dire caract6- 
risee par des constaotes num^riques d^termiii^es, et toujours conver- 
genle dans I'etoile A., (7 existe des fonctions analytiques telles que 
I'expression (imite simple correspondante n'admette pas I'etoile A 
comme Hoile de convergence', c'' est-d,-dire converge aussi en dehors 
de A. 

Oette proposition a ete demontree par M. Borel dans son Memoire 
sur les series de polynomes et de fractions rationnelles [Acta mathe- 
madca, t, XXIV), et aussi dans ses Lemons sur les series divergenles 
(Paris, igoi). 
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NOUVEAUX SYSTEMES ORTHOGONAUX 

POL'R LES 

DERIYEES DES EONCTIONS THETA 

DE DEUX ARGUMENTS; 
Par M. E. JAIINKE {Dlihlin). 



On doil a M. Gasparj (') le theoreme que les seize prodnits 
forment les coefficients d'lin systenie orthogonal dans I'arriingcT 
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que j'appellerai arrangement casparyien. Ge systSme comprcnd loutes 
les relations algebriques enlre les fonctions tliSla de deus arg-uments. 

En poursuivant les recherches de M. Caspary, j'ai trouv^ {^) des sjs- 
tSmes orthogonaiix comprenant un grand nombre de relations differen- 
tielles qui existent enlre lesdites fonctions. 

Dans ce qui suit, je vais 6noncer Irois th^oremes qui fournissent de 
nouveaux sysl^mes orlhogonaiis pour les derivees des fonctions tliSla de 
deux arguments et qui se d^duisent eus-mSmes du sjisteme general etabli 
dans le Journal fur die reine und angewandte Mathematik, t, CXIX , 

I. Les ri''"""' derivees des pt'oduiis 

(') Crelle'sJ., Bd 94, p. 77; 1881. 

0) C. H., t. CXXV, p. 486-489; 1897. 

(s) Compai-ez aussi C.R., t. CXXVI, p. ]0]4; 1898. 
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oil a,, «2 dfeignent des constantes, forment dans ['arrangement casparyien 
les seize coefflcietits d'un sjstfeme orthogonal. 

II. Lcs 71'^™^' deriv^es des prodiiks 

forment dans I'arrangement casiparjien les seize coefficients d'un systenie 

III. Les premieres deriv^es des dis fonctions th^ta paires et des six 
fonctions thSta impaires formen.l, dans I'arrangemenl casparjien, les seize 
coefficients d'un sysl^me orthogonal. Ce syst^me est le suivant : 

Ce troisifeme theoreme est iin cas special d'un th^or^me general qui per- 
met de d^dulre de chaque systeme orthogonal de neiif coefficients iin 
sjsteme orthogonal de seize coefficients. 
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SUR LES miEGRALES COMPLETES 

DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES 

DU SECOND ORDRE, 
Par M. Julks DRACH (Clermost-FehraM)). 



Les etjualions donl il s'agil sont a iiiic seule fonction iticonniio eL ii 
denx variables independanles, 

Les methodes de Monge, d'Ampere el de M. Darboiix epuisent, theori- 
qiiement, ce qu'on pent dire de general sur la reclierche des solutions 
dependant de fonotions arbhraires ou d'uiie infiiiiLe de constanLes arbi- 
traires. 

Notre but est d'apporter une modeste contribution i I'etude des solu- 
tions qui ne d^peodent que d'un nombre timit^ de constaoles arbitraires, 
en particuliei- des solutions h irois et I cinq constanles. M. J. Konig, 
dans un Memoire bien connu {Matheinatische Annalen, t. XXIV), a 
ramen^ la determination de ces dernieres l^int&grales completes) a l'int6- 
gralion d'line equation linhxire du second ordre k sept variables indepen- 
danles et a des integrations ull^rieures de sysl^mes compleis. Nous 
montt'ons qu'on pent remplacer I'equation de M. Kiinig (qui est deter- 
minee) par une equation du second ordre («o« lineaire) k sept variables, 
dont la forme peut varier et qui renferme cinq fonctions ioconnues; de 
plus, on peut ^viter toute integration ulterieore. Tout se ram^ne done a 
trouver un syst&me de cinq fonctions de sept variables Hies par une 
relation du second ordre. M. Konig n'a pas indiqn^ d'applieaiion de sa 
methode; nous n'en avons pas donn^ non plus, et c'est uniquement parce 
qu'on sait fort peu de chose sur le sujet que nous avons jug^ utile de 
publier ces pages. 

1. Considerons un systeme d'equations aux dKrcrentielles totaies 
[ dxi — a, rfa^i -!- 61 dxi, 
(1) < dcCi— Uidx^-^ b^dx:^, 

\ dxj — «j dxi -+- ha dr^ , 
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oti les a el les b soiit des fonclions des cinq variables x, el supposoiis tju'il 
admeite trois comlitnaisons int^grables ; il faut et i\ suffit pour ce!a que 



j*</)-^-«.|; 




|'"/)-g*'.jg 




sjsi^mejacobieii, c'esl-a- 


-dire que I'on ait 



, identiqoemeni 
(3) A(*0 = B(«i), A(62) = li(<^s). A(is) = B(«3)- 

Admeltons maintenant, ce qui arrivera en general, que le cOTiple 
(«), bi) soit form^ de deux fonctions distinctes des variables a;a el X3, de 
telle sorte que x,, x.-,, x-^, «), b, soient cinq fonclions distinctes des xf, 
il sera possible de transformer le sjst^me (i) par I'introdnction des noii- 
velles variables {«) , 6) ) el le sysleme Ei-ansl'orm^ 

( dx^ ~ «| dxi, -+■ i>, dx^, 
(.() ) da,^A(ai)dXi-^B{a,)da:s, 

1 db, =A.(bi)dxi-hB{bi)dTi, 

oil A (a,), etc., sent exprim»5savec les variables^,, X:,,Xi,a,, b,, adineltra 
toiijours trois combinaisons inl^grables. 
Nous remarquerons qu'il suffil de poser 



pour doi 





= T„ a:^a:,, J = ^i, /- ^ ■ 




r^A(a,), J = A{6,) = B(«,)> 


,cr. 


au sj-sleme (4) la forme connue 




1 dz —p dx — q dy = u. 




f dp — rdm — sdy = 0, 




I dq-sdx —tdy =0, 


son 


t trois I'onctions de x^ y, z, p, g s 



dy dx 
;sprimeiit que le sysleme 



^■■" dx ^ dz ' dp dq~ 



;sl jacobien. 
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On salt qn'alors, L, M, N designant trois solutions fonctlonnellement 
distincles dn sjsteme (7), correspondanl k trois combinalsons inl^grables 
de (5), les equations 

L(3-, y, ^, p, q) ■--- I, 
M(a-, jr, '-,?, q) = '«. 
n{^,j',z,p, q) = n 

sont compatibles, queiles que soient les constantes /, in, n, et diitcrmiiient 
line solution, dependant de trois constantes, dn syst^me des equations 

et aussi de toiite combinaison de ces dernieres. 

9. Les remai-quesprecedentesmontrent comment on passe d'unsj'Sl^me 
d'cqualions a cinq variables 

f dz — p dx ■ — q tly = o, 
(5) idp — rdx-sdy-o, 

\ dq — s dx — t dy ■= o, 
possedant trois combinaisons int^grables, au sysLcme !e plus general de 
meme forme qui poss^de la mgme propricte. 

Posons, en designant par a, jx deux variables auxiliaircs 

(8) j^=Z(^'./,5',X, |x), 
\p = V{x\y-,z\X^), 

\ q:=q{x',y,z\x, |x), 

les seconds membres repr^sentant cinq fonclions distinctes de leurs argu- 
ments, de telle sorte queic', jk', s', X, )i. s'esprinienlaussi a\ecx,y, z, p,g- 
Le sjsL^me transforme du sysl^me (5) s'ecrira 

/ dZ—PdK — qdY^o, 

(9) '. dP- rdX— sdY = o, 

i dq— sdx— tdY = 0. 

oil Ton a remplace dans /■, ,s, t les variables x, y, s, p, q par leurs expres- 
sions (8); il renferme les differentielles dx' ^ dy, dz\ d'k, d\i. et pent 
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^tre resolu par rapport aux irois derni^res si Ton suppose, ce qui a 
en g^n^ral, le delerniioant de leurs coefficients different dc zi 
obtient ainsi 



de' 


= p' dx' -+- q' dy\ 


dX 


-^hd3/ -^ h dy\ 


rf;. 


— nil dx'-hDtid)' 



5 X, Y, Z, P, Q. et ['on dednira immedia 



mdant que des deriv^es premieres des fouc- 



r'^Xip') 



^y 



-^-'.'^^-.=- 



d^" 



Dai 
variable) 



i les fonctions/>' et q' sont des fonclions distinctes des 
s \ et [J,, ce qui est ^videmment le cas g^n^ral, les Equations (ii) 
peiivent remplacer les denx derni^res equations du sjst^me (lo) et I'on 
retroiive ainsi un systeme de mSme forme que (5). Les expressions ?■', 
s', t' dependent des d^riv^es secondes des fonctions X, Y, Z, P, Q et sont 



(lediatement loi 






iabies s 



f^'.y,s'. ^. i^; i 



iiiffit 



de remplacer X et [i par leiirs expressions deduites des valeurs de p' et q' 
pour les obtenir exprimees avec les variables ic', y' , s', /)', q' ■ 

3. Supposons maintenant qu'il s'agisse de diterminer line solution^ 
dependant de trois constantes arbitraires, de V&quation quelconque 
du second ordre 

(l3) V{x\y\z',p\q\ r\ s',n = o: 



partons d'un systeme de fonclions ;■, a, i c 
pour lesquelles le sjstenac 

( dz- — p dec — q dy = 

(5) \ dp — r da: — s dy = 

I'dq — s dx — t dy = 



iables x^ y^ z, p-, q 
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KQUATlOPiS 

admet Irois combinaisons integrables, el faisons le changemenl de va- 
riables iodiqu^ par lesformitles (8); nous avons vu qu'on peut calculerp' 
et q', puis r\ s', l' de fa^on que le sysleme transforme garde la forme 

I dz' — p' dx' — q' dy' =■ o, 

(ii> \ dp'— r' dx'— s' dy = a, 

\ dq' — s' dw' — (' dy' ^^ o. 

il Sdffira done d'assnjellir les elements x\ y', 2', /)', q' , /■', s' , t' a ve- 
rifier la relation 

(15) ¥{x\y\z',p,q\r',s', t') ^ o, 

pour obtenir un svsleme de Irois fonctions /' s', t' des variables x' ^ y , s', 
/)', 9' pour lequel les Equations (i4) admetlent trois combinaisons inte- 
grables. La deter niinalion de ces combinaisons revient h. I'integrationd'un 
systeme complel et conduit k une solution de I'equation (i3) renfermanl 
trois cooslantes arbitraires. 

Le probUme propose est aiosi ramen^ a la rechercbe d'uoe solution 
particuliere de I'equation (i5) dans laquelle/j', q' , r', s', t' sont des fonc- 
tions des cinq variables x', y', V, X, [j., qui dependent des d^riv^es pre- 
mieres et secoiides des arbitraires X, Y, Z, P, Q. Celte Equation ([5) est 
done une Equation h cinq variables x', y', s', )>, ji renfermant cinq 
fonctions inconnues ( ' ). 

Remarquons, en outre, que la connaissance d'une solution particuliere 
de I'equation {i5) et celle de la solution dependant de trois constantes 
du systeme (5) suffisent pour obtenir la solution cberchee de I'equa- 
lion (i3). II snffira, en effet, dc faire dans les equations 

H^,r< ^1 />>?) = ^. 

M(x,y, z,p, q) = m, 
N(a?, J, ^,/>, q) = n, 

qui deiinissent les trois solutions distinctcs de (5), Ic changemenl de va- 
riables 

:e = X(^', y', ^', X, !i), . . . , q = q(^; y , 3', I, p.), 

et d'eliminer ), et y. enlre les trois equations transformees, pour obtenir z' 
au mojen de x',y', I, m, n. On n'a done pas besoin d'integrer chaque 

(1) Les expressions de r', s', t' sont d'ailleurs liniaires par rapport aux deri- 
v6es secondes de chacune des foiicti 
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■^86 SECONDE PARTIE. — CONI'KRENfiES ET C 

fois ie sysleoiR (i4) on le sjstfcmc equivalent ccrit avec les variables ^', 

y, s', X, a. 

4. Des reraarques analogues s'appliquent aussi & la recherche des inte- 
grales completes des equations dti second ordre, qui dependent de cinq 
conslantea arbilraires. 

Considerons line equation dLi second ordre, siipposee r^solue par rap- 
port a r, 
(,f>) r^--R{^,y,z,p,q,s, (); 

on sait que \io\.\r en obtenir nne integraic complete il faiit Ini adjoindrc 
deii\ equations 

i "(^,^. s,/J, q, s, 0=-M, 

( ■^{^,y,^>p, q,h = P' 

lelles que le sysleme form^ par ies trois Equations soil compl^tement in- 
legrable qiielles que soient Ies constantes a et p. Les conditions d'inl^gra- 
bilit^ s'obticnnenl en ecrivant les ^galites 

• ' dy dx dy dx 

r, s, t etant d^finis implicitement par Ies trois equations consid^rees; 
elles soot du premier ordi-e et bilini^aires par rapporl aus d^riv^es de u 
et V. 

Tout sjstf;me d'integi-alcs de ecs deux equations (i8) poor lequei le 

d^terminanl' . n'est pas mil perjnetlra de deterniiner s el ( de fa<;0Ti 

que le sjsl^me 

ds — p dx — q dy —. o , 
dp — ■ r dx — J dy -- o , 
dq — s d3: — i dy = o 

possede trois combinaisons int^grables ; I'inlegration introduira trois 
nouvelles constantes /, m, n et Ton obtiendra ainsi une integrale com- 
plete. 

La determination de if et c a ^leetudiee, en particulier, parM. J. Kcinig 
{Mathematische Annalen, t. XXIV, p. 465); sit'on elimine c en r^sol- 
vant les deux equalions (i8) par rapport a^-et t-. puis annulant le cro- 
chet de Jacobi, pour exprimer que le sjsteme est complet I, on obtient 
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pour determiner u une equation du second ordre a sept variables x, 
y, z, p, q, s, t, lineaire par rapport aux dirivees du second ordre : 

(19) A=.o. 

Bien entendu, ]e cas ou les equations (18) se reduisent algebriquement 
a line seiile est dearie, la m6tliode d'Amp^re ^lant alors applicable 
(c/. J. &6nig, toe. cit., p. 481, § IV). 

R6ciproquement,si usatisfait adequation ( 19), les deux equations /'^R, 
u = a poss^dent en commun une inlegrale dependant de qualre con- 
stantes arbitraires; la d^terminalion de cetle int^grale exige encore des 
inl(5grations ; celle du systeme complet(i8), 011 du moins ta determination 
d'une solution, el I'integration complete du sjstSme aux diff^rentielles 
lolales, qui admet alors trois combinaisons integrables. 

11 suffil de se reporter aux r^sultats oblenus dans le paragrapbe prece- 
dent pour reconnaitre que la connaissance de trois fonctions r, s, t di 



■econnaitre 


que la 


connaissance 


de trois 


fonctions 




el de deux 


vanabl 


esaet 


P pou. 


.iesq. 


lelle 


s le sjstfen 


ne 




1 dz- 


-pdx- 


-qdy- 












}dp- 


-rdx- 


-sdy. 


= 0, 










{ dq- 


-s dx- 


-tdy. 











possfede trois combinaisons integrables, ram^ne Ja determination d'ime 
solution complete de I'equation 

a celle d'\i!ie solution parliculiere de I'equation a sept variables 

(20) .■'•-R(a:',j', 3', /.',?>',;'). 

Celte derniefc ne renfermera d'ailleurs, avec les cinq fonctions incojinues 
X, Y, Z, P, Q des variables x' , y, z', \, ^, a et p, que leurs deriv^es 
secondes par rapport aux cinq variables x',y'^ z', 'k, |a; les expressions 
de /■', s', t' sont lin^aires par rapport aux d^rivees secondes de cliacune 
des inconnues. 

Ajoulons que si Ton connait, pour le cboix des fonctions /■, s, ( de 
X,y,z,p,q,a.^ ? d'ou Ton est parti, les trois solutions distinctcs du sys- 
tems aux differentielles tOlaies 

idz — p dx — q dy = o, 
dp ~ r dx — s dy = Q, 
dq — s dx ^ t dy = n. 
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aiicune inlegration n'est ii^cessaire pour irouver YHntegrale complete 
de (16) qiiand on connalt line solution particuli^re de I'^qualion (20). 
11 snffira de faire dans les expressions de z,p, q, au mojen des variables 
a:,y el des constanles a, p, /, m, », le cliangeuienL de variables 

;^ = X(a;',/,V,i,^i,a,p), ..., ? = Q(^',/,=',X,|^,a,p), 

el d'eliminer \, ]i. entre les Irois eqiialions obleniies. 

Ces remarques sont actuellement sans port^e pratique; nous n'avons 
aucnne idee du degr^ de difficult^ que pr^sentenll'int^graliou de I'equa- 
tion (19) a sept variables oa celle de I'equalion analogue 

(■iO) ,-'=G.{a!',y,z',p\q\s',t',. 

II nous a cependanl paru utile de montrer qu'on peut remplacer I'equa- 
tion (19), qui est enti^rement d^lerminee, par line Equation susceptible de 
prendre des formes tr6s differenies, pnisqu'elle contient, oulre les fonc- 
lions r, s, t de X, Y, Z, P, Q, a, p, assujettles k la seule condition de 
rendre lesyst^me(5) compl^lement integrable, quatre fonclions de a:',y', 
y, X, \t., a., ^, que I'on pent choisir arbitrairement. Nous avons vu de plus 
que la determination d'uoe soliuion panic n Here de (20) doit ^tre regar- 
dee en fait conime equivalente a celle d'une iotegraJe complete de 



equal 



-= ^{^^r^^'P^i'- 



puisqu'en choisissant convenablement les irois fonctions /■, s, t de x,y, z, 
p, ^,a, P, aucune integration ne sera plus n^cessaire pour obtenir cette 
inl^grale complete. 

ti. Nous ii'insistcrons pau ici sur la signification geometvique des 
transformations en x,y, z, p, q que nous venons de considerer, transfor- 
mations qui cbangent manifestement des families de surfaces k trois on 
cinq param^tres en families analogues, et sont de contact pour I'ensemble 
des elements ainsi defiuis. 

Bornons-nous a faire observer que la remarque fondainentale d'oii nous 
sommesparli, relative a la transformation d'nn sjstemejacobien de « equa- 
tions kn-\- q inconnues en un sjsteme de mSmc forme, est susceptible 
d'applicalions varices. Signalons pour 1' equation du second ordrc 

r = -K{x.y,z,p,q,s,t) 

la generalisation qui sc prcscnte quand on adjoint a I'tSquation deux 



y Google 



J. DRiCH. — INTKURALES COMPLBTES DES EQUATIOKS AITX UERIVEES PARTIELLES. 

aiitres relations : 




oil ne figurent que dens (ierivees d'ordre n (ies aiilres s'exprimant avec 
celles-la) de fa^on a former un systeme complfetemenl int^grable. M. Konlg 
(loc. cit.) a montre que Ies conditions d'int^grabilit6 

il / ^"^ \ _ jj_ ( '>"^ \ _^ / d"z \ _ d fd'iz\ 

dy \d3:'^ <)y"-^ I ~ dx \dx dy'^-^ j ' dy \dx dy"-'' / da: \dy" / 

conduisent encore, dans le cas g^n^ral, & une senle Equation du second 
ordre pour determiner u, Equation a 2« -}- 3 variables. La determinalion 
d'une solution de celte equation, joinle ^ des integrations de systemes 
complets, coodnit^ unei«;e^r«/ecom/?^c(erenferniant 2ra + i oonstantes 
arbilraires. Nous avons, avec la th^orie indiqu^e plus haiit, le moyen de 
rempiacer cette equation diterminee i 2«-4-3 variables par une autre 
Equation ko,n-\-'i variables renfermant 3 n -|- i fonctions inconnues et 
de supprimer Ies integrations uiterienres de systemes complets. 

Rappelons, en terminant, que I'eliide dii cas ou Ies deux conditions 
d'int^grabilite se r^duisent alg'^briqiiement a une seule a permis a 
M. Konig de retrouver la m^thode de M. Darboux; il n'est done pas 
nScessairement sans int^rSt d'etudier la determination des solutions d'une 
equation du second ordre qui ne dependent que d'un nombre fini de 
eonstantes arbitraires. 
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SECTION III. — (lEOMETRIE. 

SUii LES 

TRANSFORMATIONS 1)E CONTACT 

JIGNES DROITES ET LES SPHERES, 

1>AR M. E,-0. LOVETT, a Pnucetoii (New-Jersey). 



line des plus belies dScouverles de !a Geometric moderne est ia irans- 
formalion de cootacl, coiinue sous le nom de transformation de Lie, 
qui eublit line liaison enlre ies lignes droiles et les spheres, c'est-a-dire 
entre les elements les plus essenliels de I'espace ordinaire. Proposons-nous 
de ironver toules les transformations de contact de t'espace ordinaire qui 
changenlles lignes droites en des spheres. Dans le cas de trois variables 
X, ^, 3 il J aura trois classes de transformations de contact, suivanl qu'on 
^tablit une, deux on trois relations entre x, y, z, X, Y, Z. Nous sommes 
done conduits a determiner les formes de une, deux et trois Equations 
directrices qui sont capables de represcnter droite-en-spliere li-ansfor- 
mations de contact. 

i. Supposons qu'on parte d'line seule relation enlre j:, jr, :, X, Y, Z ; 
([) *(^,j',^,X,Y,Z)^o. 

La droitf 

sera transforin^e dans la surface donn<5e par Tequalion 

(a) iF(X,Y,Z, «, 6,c,fO=o, 



yGoosle 



r COllMUSIOATfONS. ~ SECTION HI. 

que I'on obtietit en eliminant s an mojen des equations 

(O *(03 + 6, C3-H(/,S, X, Y, Z) = o, ^ ="■ 

Pour que la transformation soil univoque, i! est clair qnc le tlegnS de 
la fonction ^ par rapport a la variable z doit etre egal a deux au plus; 
c'est-&-dire que la fonction $ doit ^tre de la forme 

(5) >¥^cv^-^-W^yi^w■4Z^-^-W^Jrz-\-''¥fSX■h''Fe3J-h^■,x-^-'¥i;^■-^^riZ-h'V,a^o, 
ou les '^Vi sonldes fonctions des variables X, Y, Z. A.insi, en posant 
( P = a"Ii'i + c=1"a-i-1'"3-+-c1\-+-(iiI'3-i-acWo, 

la transformee de la droitc (a) est la surface 

(. rfiur!^. jiiif| -i-(ad — bcy-iPl +(iST|-[-c=iF| -i-Wj, 

— /iW,[(ad — bc)^'^z-t- b^W:t— b(ad — bc)il\+ a(ad ~ lic)Wg— adW<,-h a.'-W,^] 
-^ iWild^'Ps-i- ^(ad — bcyVi — ciad— bc)W-:— cd'l\-h c'-W^e] 

— ^WsibdW^-t^bW^-h dWi-h'<P,o) 

■\-2Wi[bd'^i-i- diad ^ bc)Ve-h {ad ~ ibcyy-:— cdWs-h dWa— cWi^] 

— iW^lbiad — bc)Ws~i- ab'P-:'^^ (2ad — bcyv^— bW^-j- ■ia<¥,„] 
-i-2'Ve[a(ctd~bcyVi-hc{ad^bc)Wi+(ad-\-bc)'i\,— iac^ia] 

Pour que cetle surface (7) soil une quadrique pour toules les valcurs 
de a, b, c, d, il faut que les fonctions 'F,- aient la forme 
(8) Wi~liX + miY-hn.iZ+ [Xi, j = t, 2, . , ., 10, 

oil les li, mi, iii, [a, sont des constanles, 

St Ton veut que cette quadrique soil une sphere pour toutes les valeurs 
de a, b, c, d, il est necessaire que les fonctions 
^Fi, ¥s, ^I's, W,, Wj, \\; 

ae reduisent k des constantes absolues. Done, en introduisant les hypo- 
theses suivantea 
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e.-O. LOVETT. — SUR LES TRAN'SFOEHATIOKS BE COMTACT. 293 

qui n'imposent aucune restriction, I'cqiiation de la quadrique devi'ent 
(10) (ad - bcyWiW^-i- d'-'Fi1h-h f'^'^s'^i-}- a^W,Wi„-^ c'"If^Wi„^W,1',^ = o. 

Pour que cette surface soil ime sphere il faut ct il sriffit qu'on all les 
relalions suivantcs : 

(I'l) l-^mi—ltmi^ liJiii— l3in, = ...~ lin,— hjii~. . . — m,n^a~ m,ti'h = 0- 
Lcs equations (la) sont equivalentes aiix relations 

ls',l-i'.h'.ha= "H '■ "'s ■ '"a* ''»io= '^i 1 "2 1 "-a : n-io ; 
par consequent on a 

<li,^yf, _ rii = aX-hpY + -'Z, '1.(3 ijff— [1,= A';1>i, i= 2, 3,io; 
et, en vei'tu dcs equations (i i), 

k._ = k, = /mo - 1 ; 
c'est-a-dire 

(i3) W;=aX-i-[iY + Y2-'-^> i = I, a, 3,10. 

Ainsi, la forme de la fonclion directrice devient 

(,4) 1. = (aX-i-pY + YZH^'-i-7'H-2'-i-i) + i^i^'-+-i*sj'+i'3^'+l^i=o- 

II faudra adjoindrc a cette equation, pour determiner X, Y, Z, P, Q, les 
equations suivantes : 

'di'^^l^ ~°' li^ ~^ "^ '^ ~ "' 

c)* cJ* "^^ n ^* _ . 

done on trouve la forme explicite de la droite-en-sph^re transformation 
de contact au nioyen de la resolution par rapport aux X, Y, Z, P, Q du 

system e 

,,5) (2-^ + y'+ J^-t- 1) (=!X -+- pY + -iT) + ^,a^^+ |j.,j^+ [ij^^-l- iii= o, 
-fP^a = o, tQ -1-3 = 0. 

Mais il n'est pas possible de resoudre ee sysleme par rapport aus X, Y, Z, 
et ainsi, la fonclion $ (i4) n'est pas eapable de definir iine transfor- 
mation de contact. On conclut de \h. qu'il n'y a point de transformations 
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de contact univoques d^lerminees par une equation directrice, qui 
cliangent les lignes droites en des spheres. 

On remarquCj en passant, que toutes les oo" transformations dc contact 
definies par une seule Equation de la forme 

chaogent les lignes droites en'des surfaces developpabies, ct que les 
seules transformations de contact d^finies par une iSqualion qui trans- 
formeut ies lignes droites en des lignes droites son t les ca'^ transforma- 
tions dualistiques determinees par I'lSqualion bilineaire 

Les transformations (i6) sont 6quiva!entes aux transformations ponc- 
■ tuelles 



.,s, .,.g 


Kr.^) p)(^..r.^) . p.i(^.>-,^) 


(37,J,^)' ■^' p,{:C-,X,Zj' ' p,(X,J,^} 


suivies de la tra 


Lusformation par polaires reciproques par rapport a la 


determini'e par 1 


"equation directrice 


t>!)) 


X37, + Y7,-+-7.3, + i = o, 


Dans ]e cas des 


transformations (17), ies transformations (18) sont des 


transformations 


homographiques 


(■?.o) 




2. Sopposons 


mainteoant qn'il exisie deux relations cnlre ^,,X, s, 


i-ii) 4.,i 


>, J, 3, X, Y, Z) = 0, ^,_(T,r, ^, X, Y, Z) = 0. 


La transformatii 
laligne droitc 


an diHerminee par ces deux equations directrices change 


(22) 


/ + A^+m^o, ^ + l^^^=0 



en la surface donnee par I'equation 
(23) >F(X, Y,Z, k,l, / 
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qae I'on obtienl en eliminant .T,y, :: an moyen des quatre equations (21) 
et(a3). 

Pour que la ligne droite soil transform^e dans une surtace unique il faut 
que I'une des equations (21) soitlin^aire par rapport aux variables iC,_>', 3 ; 
pour que la transforni^e soil une quadrique il est necessaire que I'autre 
Equation soit lin^aire dans x,y,s,e\, que les deux equations soient lin^aires 
par rapport aux variables X, Y, Z. 

Considerons done les co" transformations qui sont diifcerminees par 
deux equations bilineaires 

La Lransforniec dc la ligne droile (22) sera la surface du second degre 

(;!5) i* M '1^^ f']_/:|'P^ f*|_a|'*'^ '?'|_,re|°' '^''1 — mI'^' ?n_[_h' "f'L 

Cette quadrique peut ae r^duire h. une sphere, pour toutes les valeurs 
de k, I, m, n, dans les deux cas suivants : 

i" Quand un determinant quelconque de !a matrice 

(a-) II ^^ "^^ '^^ '^* II '■ ■=a—d 

Il +5 'I'G ^1 l-B II ' '' 

se reduit k ia forme 

(■28) const. (X^+Y= + Z5), 

et les fonctions coj- correspondant aux fonctions (j;, restant dans la matrice 
se reduiseni a des constantes; on : 

a" Quand tous les six determinants de ta matrice (27) sont de la 
lormc (28), 

Dans ie premier cas, nous trouvons sis families de oo" transformations 
deliuies par deux equations bilindaires de ia forme 

J o.i = {a,X + 6,Y-i-c,Z + rf,)^-t-^2r + rf3s-i-'tiX + 6iY + C4Z + (/i = o, 
'^^' j u,i=(<i^X + 6,Y-t-C6Z + rfE)a^-i-</aj + rf,3-i-aBX+&,Y + CsZ + '^6 = i>, 
ou les constantes sont assujetties aux conditions 

i^l^S (ti<^i &l^S ^1 ^3 = 1^1 Cj Cj C;, 
ai bB+ agbj — a^b^i — a^bt. = o, 
bi Ca + ^8^1 — 64 C5 — 6b cj = o, 
Ciag-hCsai — Cia^—csai— o. 
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En formanL ies equations 



(3,) &+''liJ+^(.j7+*^J = °' 



nous v^rifions facilemenl que Ies Iransformaiions definies par !cs equa- 
tions (29) et (3o) sont des transforma Lions de contact. 
Les droites se transforment en des points, si 

{ 3a) dt idi-.d,: d,, = d^ : d^ : d-, : tk 

et en des plans si 



Nous vojons enstiiie que, en particularisant les constaiites de la 
maniere suivante 

1 ai — ai=^ b, = li„= Ci= Cs= d, = d3=^ d^ — dj^ di~ o 
f a^ = as — Ci= — Ci = dt, = ds= I, &^ = — Sj = ^~ 1, 

nous avons la correspondance celebre ^tndiee par Lie 

(3fl) Z^-t-^-t-X + tY = 0, (X — iY).!:+^-Z = o. 

Eniin les valcnrs 

(36) } — ci — Ci, = Oi = Ca = Ca = dt = d^_= d5= de=^ d: = dB = o, 

donnent la transformation de contact dcfinie par les equations 

qui est ^quivalenie a une transformation par polaires r^eiproqnes d^ter- 
inin^e par I'^quation directrice (9) suivie de la transformation de Lie (35), 
Le deusieme cas, savoir quand tous Ies six determinants de la ma- 
trice (27) sont de ia forme (28), bien que sea conditions soient plus 
nombreuses, donne des families plus remarquabtes et plus iStendiies de trans- 
formations de contact. On slgnale deu\ families de 00' ^ transformations. 
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liii effel, Ics (Equations 

/ aiOa— apdj— bibg— bpbj= CiC^—CpCj, 
(38) )a^b,-,-a,b,-a,bj-a,-b,^o, 

qui sont necessaires et suffisantes pour que le dii term! n ant 

soil chang^ dans !a forme (28), poss^denL iessoIuLionssjmetriques 

*^9' 1-1- -t- 

(ci=±ap, cj=±aa, ca = :pa;, 0^ = 7^ aj; 

alnsi on trouve que Ics dcus sjsteiiies des deus Rqualioiis bilineaires 

( ^_,-i-4^ cjX — icj 1 — cijL -\- dj^', = o, 
I V! s a,X+ (ffi.Y + c,-Z -f- dj = o, 

definissent deux families deco'^ transforma lions qui cliangent les ligni 
droites en des spkeres. 

Maintenant on combine la transformation de Lie 
(42) Z.T, + ^,-i- X-H iY - o, (X - iY)^-,-i-7,- Z =. o, 

avec loules les transformations du groupe projectif general 



('13) 



p = a^3; + p4j'-f 



les 00'* transformations de contact resultantes sont droite-sphSre trans- 
formations d^terminees par les deux equations 

( ((i4X+D=c4Y + axZ-i-c<3)a^ + (PvX + ipiY-i-p,Z-H^s)j^... = o, 
"^^ ( (aiX — JK,Y — a4Z + aO^ + (PiX-'PiY~PvZ + j30r-l-...-c., 

qui sont de la forme (4o). Done, les transformations (4o) sont^quiva- 
lentes aux produits des transformations dugi-oupe projectif general par la 
transformation de Lie, 

On combine encore la transformation de Lie avec toutes ics d] oite-droite 
transformations dcfinics par I'cquation 

(45) (a,X-^[-l,Y + -f,Z+5,)^^--.H->iX^?.vY-hViZ-i-3,= o; 
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les oo'" drojle -sphere Lransforma Lions de contacl r^siiUantes soul d^tev- 
min^es par les deux ^qiialions 

de la forme (4i)- Done les droite-sphere transformations {4') soiit ^i^ui- 
valentes aux transfornaalions diialistiques soivies de ia transform alio a 
deLle. 

Done en emplojanl le iheoreme de M. Darboux, que Ton exprime en 
disanl que la definition des systfemes conjiiga<5s surune surface est projec- 
tive el dualislique, on voit que les ao'^ droite-spli^re transformations de 
contact (4o) et (^i) changcnt les lignes asjmptoliques en des ligncs de 
courbiire. 

3. Le cas de Irois relations entre a;,^, s, X,Y, Z condail aus trans- 
formations ponctuelles; done, il n'j a pas de transformations de contact 
d^terminees par Lrois equations directrices qui changent les droiles en 
des spheres. 
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CORPS llEGULIERS £T SEMI-REGULIERS, 

Par >1. F.-.I. VAES, it Rotlerdain. 



i. La Commiinicauonsuivante iie pent elre qu'iin resume tr^s succinct 
de qnelques Etudes siir les corps r6giiliers ei semi-r^guliers. 

La seiile proprii5t6, qui sera mentionnee des corps r^guliers, sera : que 
ces corps peuvent 4tre tons inscrils dans an cube, et penvenl done Stre 
obtenus facilement d'uo seul morceaa de bois ou de metat. 

La propri^te, que I'oclafedre et le tetra^dre peuvent Stre places dans un 
cube, elait bien connue. L'auteur demontra que ie dodecafedre et I'ico- 
sa^dre jouissent de la mgme propriety. 

Cette propriete m^oe a des conclusions remarquatjles concernant ces 
deux corps et donne una estrgme simplification dans les calculs que ron 
fait sur ces corps et sur les quatre corps rSgiiliers etoil^s (qui, i leur tour, 
peuvent Stre deduits du dodScafedre et de I'icosa^dre) : simplification qui 
est d'ailleurs soutenue par one notation sp^ciaie. 

Des details se trouvent dans une brochure de l'auteur : Het onderling 
verband der regelmatige Uchamen en tivee der half-regelmatige 
(c'est-a-dire L& rapport entre les corps reguliers et deux des corps 
semi-re guliers, Leyde; 1899, chez SytLoff). 

2. Consid^rons plus sp^cialement les corps semi-n^guiiers. 

On verra dans ce qui siiil que le dodeca^dre et I'icosa^dre, d'uae pari, el 
le cube et I'octaedre, de I'autre,. donnent naissance k une scrie de corps 
serai-r^guliers de la premiere ou de la seconde esp^ce. 

La s^rie deduite du dodecaedre et de I'icosafedre sera specialement 
examinee, puisque I'autre s^rie, deduite du cube et de I'octaedre, pent 
alors facilement Stre conslruite par le lecteur qui s'v int^ressera. 

Les corps semi-r^guliers ont et^ classifies par Catalan (M^moire sur la 
theorle des polyedres, Journal de I'iicole Poly technique, t, XXIV, 
p. 1-26; i860). 
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Seulemenl, dans celte classification, on ne voit pas le rapport entre les 
difF6rents corps, el I'auteur s'esl done pos^ la question de d^river les corps 
semi-reguliers I'un dc I'aiitre ou des corps regfuliers, et de Irouver dcs 
sjmboles simples pour chacun d'eiix, qui immediatement montreraient 
leur rapport. 

3. Si par les aretes d'un dod^ca^dre on fail passer des plans faisant 
des angles Sgaiix avec les faces adjacenles du corps, ces trentc plans limi- 
teront un corps, donl les faces sont des losanges (le triaconloedre de 
Catalan). 

En operant de la nifime mani^fe sur I'icosaedre, on oblient le mgme 
corps. 

Les dlagonales d'une des faces de ce corps sont done des aretes d'un 
dodecacdre et d'un icosafidre, placi5s de maniere que deux aretes s'intei'- 
sectent perpendiculairement en leur milieu ('). 

4r. Dans la position meutionnee du dodccailrdre et de I'ieosaedre, ces 
corps ont un autre corps en commun, limits par 12 pentagones el 
20 triangles r^guliers (Ic triacontadoedre 4 faees triargulaires et penta- 
gonales dc Catalan). 

5. Si Ton agrandit le dodccaedre, de sorts que sa position ne change 
pas .et que son centre reste lise, il tronquera I'icosa&dre, et I'on pent 
pousser I'agrandissement jusqu'i ce qu'on ait oblenu un corps ^ 1 2 penta- 
gones et 20 hexagones r^giiliers (le triacontadoedre a faces pentago- 
nales et liexagonales de Catalan). 

6. Quand au lieu du dodccafidre on fait grandir I'icosaedre, le dode- 
ca^dre sera tronque, et I'on pent obtenir un corps a 12 d^cagones et 
20 triangles regiiliers (le triaeontadoedre k faces iriangulaires et d^ca- 
gonales de Catalan), 

7. Voici done deja quatre corps senii-reguliers; et il s'agit maintcnant 
de trouver des sjmboles simples pour les distinguer I'on de I'autre. Or, 
nomniant le dod^ca^dre simplement 12, el Tieosa^dre 20, le corps, qui 
leur est commun, signals au n" 4, peut gtre repr^sent^ par le sjmbole 



(1) Puisqut CCS deux f^oips peuvent SLi-e inscrUs dans le mSme c 
toMre peut etre laillc immediatement dans iin cube. 
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— , — I OH ies denominateiirs 2 indiqiient que les aretes dii dodccacdrc et 
celles de I'icosaedre s'lnlersectent ea lenr milieu. 

Le triacoiilo^dre, obtenu au n" 3, sera repr^sente par I — > — ^ j, oil les 
crochets indiqiienl que ce corps enveloppe le dod^caedre et I'icosaedre, 
places dans !a position mentioon^e pr^cedemment ou, pins simplement, 
on pent representer ce corps par le symbole 3o. 

L'icosaedre Ironque (du n" 5) sera symbolist par 12, -^, puisquc les 
armies de l'icosaedre sont couples an tiers de leur longueur, 

Lc dod^caedre tronqui5 (du n° 6) aura le sjmbole — , 20, puisqiie 
les aretes du dodecafedre sont conp^es a J de leiir longueur ; le nombre n 
n'eianl pas entier, mais pouvant elrc catcule d'une maniere simple. 

8. Les deux corps, represcntRs par -^j — et par (--, -—j, ou 3o, 
donnent a leur tour naissance a d'autres corps semi-r^guliers. 

Consid^rantces corps dans leur position de corps inscrits et circonscrits 
au dodecaedre et a I'icosaedre (n"* 4 et 3), on pent faire grandir le pre- 
mier (sans en changer la position, ou la position de son centre), jusqn'a 
ce que ses arStes intersectent celies de I'autre. 

Dans cette position, les deux corps peuvent ^tre enveloppes par un 
corps a 60 faces delloides (le liexeconlaedre a faces quadrangulaires de 



Catalan), dont le symbole sera I — " - — J' puisquc les arStes du pre- 
mier corps sont coupees en leur milieu ct celles dii second a i de leur lon- 
gueur, le nombre n n'^lant pas cnticr, mais pouvant etre calculi d'une 
maniere simple. 

Plus simplement, on pourralt prendre lc symhoie 60. 

9. En outre, le corps ( — j — ) pent fitre ironqu^ par le corps — , — , 
de sorte que Ton obtienl nn corps semi-r^gulier qui pent avoir ponr sym- 
bole — °; — ) — oil ledenominateurn'a une autre valeurquen dans leu' 8. 

Au contraire, le corps — > — ne peut pas directement etre tronque par 
I'autre. 

10. II est evident que I'on peut agir de la m^me nianicre avec le cube 
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el I'octa^dre (symboles 6 el 8), et Ton aura done les corps suivanls. Le 
chifFre romaiii ajouU; indiqne le nam^ro dans I'une des deux Tables de 
Caulaii. cL !c 1 on 2 le nuinei-o cle la Tabic. 



XV, 2 

XV, 1 

ir, i 

IV, 1 



ri-2 6 S 



11. Mais le nombre des corps dedoils du dodeca^dre et de I'icosaedre 
n'est |ias epnise. Car placanl ces deux corps dans la position du n" 3 et du 
n" 4' et pliant a I'interieur les losanges du corps ( — , —J. qui les enve- 
loppe, autoiir de leurs diagonales les plus courles, on obliendra un corps 
limits par 6o triangles isosceles. On peut plier jusqu'a ce que les angles 
di^dres des aretes nouvellement fornixes ^galent ceiix des aulres arfiles, 
el Ton aura alors uii corps semi-r^gulier de la a" esp^ce. L'icosa^dre 
est devenu plus p.etit, et Ton peut nommer le corps obtenu symbolique- 
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12. Bien enteodn, en pliantles iosanges du corps (—> — ) aatour de 
leurs diagonales les plus longnes, on pent obtenir un autre corps, symbo- 
liquoment repr6sent6 par (12'', 20), 

r peut facilemenl verifier I'existence des corps suivaiits : 



5' (("',81., 

6^ {(>v, 8) 



IV, 2 
II, 2 

XIV, 2 

XIII, ^ 

XIV, 1 
XIII, 1 



14. On pcul ajoiUe 



M' (4,4") i, 2 

le dernier ^Lant forme, en pliant les faces d'an cube, qui est un I-, -I, 
aiitour d'une de leurs diagonales). 

13. Par les mSlhodes suivles dans ce qui pr^c^de on n'a pss obtenu : 

VI, 1 et % VIII, 1 ct 2 de CaLalan (prismes, pyraniidcs doubles, 
prismes tord^s, pyramides p^netrantes); 

XI 1 el 2, XII 1 et 2 (corps tord^s et leurs conjiigiies, et qui ne sonl 
semi-reguliers que par hasard). 

16. Olisei-vani que le corps f ^, — j, ou 3o, eoveloppe le 12 el Ic ao; 
que le corps \ — j ~ j' on 60, enveloppe le 3o et le -;^, — , on peul 
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imaginer un corps a 120 faces enveloppant le 60, un corps a 2/(0 faces 
envcloppant celui a lao faces, etc. 

Les angles des arStes, qui conconrent aux sommets conimiins a ces 
corps el au dod6caedre el a Ticosaedre originaux peuvent immedialement 
etre calculus; de mSme les angles dJedres de ces aretes. J^oir une Confe- 
rence : Lichamen, afgeleid uit de regelmatige (c'est-a-dire, des corps 
d4i'iv4s des corps r^guliers) au '^' Congres national de Physique et 
de M^decine, i899(Hollande). 

L'enveloppement de chaqiie corps par un autre peut ^Ire conlinii^ jus- 
qii'a rinfini. 11 est facile dc voir que le dernier corps sera une surface 
courbe. 

De m^me, on pent continuer renveloppement dii cube ct de I'octacdrc 
par le rii, et du /■12 par ie corps a 24 faces, en formanl un corps de 
48 faces, de 96 faces, etc., jusqu a Tinfini. 

Le dernier corps de cette s^rie sera aiissl wne surface courbe, 

Lc mode de formation des deux surfaces conduit a conclure : qiCelles 
ne peuvent admettre d'iquation analyticjue. 

17. La methode precederite d'obtcnir les corps semi-r^guliers mcne a 
un grand nombre de proprietes m^triques et projectives. 

La notation appliqu^e dans la brochure mentionn^e au n" \ perinet 
de calculer tres facilement les el6inents des corps. L'auteur cspere pou- 
voir publier les r^sullata ailleurs. 

Deux propri^tes seulement seronl mentionnees ici : 

1° Dans deux corps conjugu^si'angle d'uneargte de I'un des corps avec 
une diagonale principale qu'il rencontre ^gaie Taogle diedre de I'aulre 
corps le long de I'arete correspondante; 

2" Pour dciix corps conjugu^s, Tangle d'une diagonale principale avec 
une face, passant par I'uae de ses extr^mit^s, est le mSme dans les deux 
corps (pour des plans corrcspondants). 
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APPLICATION OF SPACE-ANALYSIS 



CURVILINEAR COORDINATES, 

Bv PnoF. Alesander MACFARLANE, Lehigh University, 
South Delhlehem (Pennsylvania). 



In several recent papers ('), I have investigaled the vector expression 
for Lame's first difTerential parameter in the case of orthogonal systems 
of curvilinear coordinates, and I have shewn how to deduce the expres- 
sion for Lame's second differential parameter by means of direct opera- 
tions of tlie caicnlus. 

The results indicate that the method is not confined to orthogonal 
systems, but is applicable to what may be called conjugate systems. 
I shall first indicate the results for the spherical system of coordinates, 
then deduce the results for the complementary system of equilateral- 
hyperboloidal coordinates, and finally show how the results are modified 
for an ellipsoidal system of coordinates. 

Let the spherical coordinates be denoted by r, 8, o of which r denotes . 
the modulus, 9 the eo-latitude, and to the longitude. If (' denote the polar 
axis,y and k the equatorial axes, then for any radius-vector R we have 

I^ = /■(cosOi + sin Ocos^y-H sine sintp/O. 

The axis cosOt-h sinS cos ay -|- sinO sino k may be denoted hy p. 



(') Vector diffarentiation, (Bulletin of the Philosophical Society of Was- 
kington. Vol. XIV, p. ^S-ga)- ~ Differentiation in the Quaternion analysis 
(Proceedings of the Royal Irish Academy, 3" scries, Vol. VI, p. 199-215). 
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The general defmilion of the operator V for aiij fiincUon (( of /', 0, ■ 







V = 


'Tr^'-^l 


Ida 


J R itself is Slid 


lata 


nctiori, 






VR 




B,, 


lVR=3ab5oli 


)le\y 




lereforc 







dr p (JO ')p (i(3 iJp 
''M ' '' d^ 

This operator applied to any function of r, 9, a gives the complete 
vector parameter. 

When we pass to eqiiilateral-hyperboloidal coordinates, r changes to 
the hyperbolic modulus; itis no longer y'.«^+_y^-|- 2* but \jx^ — y'^ — z'^ 
for the double sheet, and \J^ x- -\- y"^ -\- z^ for the single sheet. The 
modulus is no longer the simple length, but it still denotes what may he 
called the hyperbolic length; it is the multiplier which, applied to the 
varying hyperbolic axis, gives the length. Also 9 now denotes the hyper- 
bolic co-latitude; tp remains unchanged in signification. 

Let R denote the radius-vector as before ; we now have 

V\ = r\ cos/iOi4- -^ sinA0(co.cpy + sino/O j 

The expression within the brackets may be denoted by p as before; it 
means the radius-vector to the surface unity and is of varying length 
according to its position; but its modulus is always one. They/ — 1 which 
occurs in the expression has no directional, but an entirely scalar, signi- 
fication. As before 

,„ dK , m „ dR , 
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v=^v,'+^ve + 3-^ 



■"'''" '^TTt' 


.in /if) (c. 


3Sf/-t-S 


iiioA) 


inAO.-^-^c 


^03/18 (ci 


3S^y-+-s' 


ilL^/0 


-J=sm/iB(- si 


ilo/4-C 


:0S^/0 





V^— I 



if pu be used lo denote ^ sin f/H- cos a/,-. 

It is to be noted that Vr is not now the rale of change of /■ per unit of 
lenglh along the normal ; it is the rale of change of /■ in the direction of 
the radius at the point; and i per p is the actual amount. Similarly')V 9 is 
not normal to the surface G ;= constant; but has the direction of the con- 
jugate axis at the point; and - per -j^ is the true amount in that direction. 
But Vffl remains normal to the surface « = constant, because the conju- 
gate direction is identical with the normal. The vectors Vr, V9, Vs now 
form a conjugate system, which Is in general not orthogonal. 

Return now lo spherical coordinates, in order to consider the deriva- 
tion of V-. 



(I) 



'^ ^ ( <lr p ""'" 'Jli dp'^ df dp\(drp'^ d(l dp '^ (Jo dp ) 

- d;"U'"p/p' 



,. ^P 
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(5) ^' '^ d?-{ d'f'^ )p" 



(6) ~^df) W'-p/,. ^' 

(8) '^ d-^\dr p/ ^ dp' 

(9) "^^( ^3 )rip' 

Suppose that the operators are applied to a scalar function of /■, 9, f ; 
the onij thing which remains to he determined before accomplishing the 
operations is how to differentiate the reciprocal of an axis, sueh as p. Id 
the papers quoted I have shewn that an axis is differentiated in the same 
manner as a scalar quanlity, only the negative sign is not introdQccd. 
Hence 

dfi H /(ipy iio' dp' 






-^_ 



dys / dp \ ' dr:/ r^ I dp y dcp= do 

- ii^ T _ du ; 

" dr dO dp dO ,, dp ' 



Jrdfp dp d« J dp 

d' u I dw I dp I 

Wdi- dp ~^ d7- p^ dfl ~dp ' 
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The space -coeflicienl for the terms involving - ~ 

i^ i. -H 1 ^ 1 ■ 
p^ (J8 dp p2 dtp dp ' 



thai for the terras involvine; — rrr) is 

I d^p I [_ [ dip I 

/dpydfli dp tip ~'~ /^y i^^dfl dp' 

and that for the terms involving — ^ -r-, is 

I _dV I I cosO I 

/dpydtp^dp dp siii=0 dp' 

\5i^ d^ d^ ^ ^"dO 

(rttroduce the principles of reduction, 

dp _ dp dp dp _ dp 

do dtp dO ' dy ' "dtp' 



P dli .Ifl i^ 



which are simply the rules of qnaternious generalized; ihe space-coeffi- 
cients then hccome 2, cotS, and o respectively. By application of the 
same rules, the square terms become 

ii ±^ 1 d2__ 

tir^' ,-ad92' (/-gin 0)^ d-^=' 

and the three pairs of product terms cancel. Ilencc 

d' _L ''^ _,_ • ^^ '^ ^ ciitO_d_ 

- 572 "*" j-5 dp "^ (rsin^y d^ "*" r d7- "^ ~^ dO ' 

Pass now to exspherical, that is equilatcral-hypcrboloidal coordinates. 
The process of differentiation evidently remains the same as before : the 
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question is how are ihe rules of reduction changed. Does o- remain equal 
to I? It does; it means not (he square of the length, i)ut the square 
of itie hyperbolic length. But (-^^j changes into ^ i , for 






m^ 



and tlierefore 

Also (j-\ changes into — -sinA^O, for sin 6 changes Into "7=^ sin AQ- 
Because p-v£ ^ remain a conjugate, although not an orthogonal system; 
the other set of rules remain unchanged, viz 

dp dp f)p (?p dp dp Op f)p 

Hence for esspherical coordinates 

- dr"- r'- Ob"- (r sin hSy a<f^'^ rdr~^ ^ 'sinftDdO' 

Consider now the extension to ellipsoidal coordinates. The mode of 
generalization will be seen by considering the simple case of the ellipsoid 
of revolution. Consider a system of similar ellipsoids, in which the ratio 
of the equatorial axis to the polar axis is denoted by X. For snch a system 
the axis is 

p^cosO+?.smO(cosrjy + sin-pA), 

where 6 denotes the elliptic co-latitude, that is, the ratio of the area of 
the segment to the area of the ti'iangle formed hy the semi-axes of the 
ellipse. 



And 



As before 
and 



a(coS4i,/+sin.p^), 



?/o- 
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(g)'— ■ 



As p, -jj and -£ slill form a conjugate system, ihe other set of rules re- 
nain iincliynged in form, that is 



riO " dO '^' ()0 d 



Consequeiitlj, for such a system of coordir 



dr p (JO dp 



dfl do 
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LES COURBES AEGEBRIQUES 

AU POINT DE VUE DE LA GONALITE, 

Pah Femtiico AMODEO (Naples). 



1. — Qu'est-ce que la gonalitfi d'une couxbe. 

1. Suivanl la manlere de voir de Riemann, la gonalite est le plus petit 
nombre de points de la surface de Rienrannde genre /j, pour iosquels nne 
fonction rationnelle de la surface devienl infinie du premier ordre 
{CEuvres mathhnatiques, p. ii5, ii6). Cest ceUe m^me id^e qii'ont 
exprimee avec plus de precision MM. Appell et Goursat en disant : « Pour 
une courbe donu^e le nombre des p6les d'une fonclion rationnelle (tous 
ces pfiles ^tant supposes du premier ordre) ne peut pas descendre 
au-dessous d'un certain mininium. Ce nombre minimum, qui se conserve 
^videmment dans toute transformation biralionnelle, paraJt devoir jouer 
un rflle important dans la theorie des courbes algebriques. » [TMorie 
des fonctions algebriques et de lews integrates, p, 385, 386.) 

2. Selon les concepts de la Gcometrie sur une courbe alg^bnque, 
I'ordre des series lin^aires completes ou partlelles (Vollscbaar ou Teil- 
schaar) simplement infinies, couples sur la courbe par des faisceaux de 
variet^s, et, par suite, par des faisceaux de coiirbes adjointes, ne peut 
descendre au-dessous d'un certain minimum. Get ordre minimum des 
series lineairesoo', qui existent sur une courbe Cp,de I'ordre m, du genre^, 
indique la gonalil6 de la courbe. Nous repr^sentons par k cette gonalit^; 
c'est un nombre qui peut varier de i a oo. Les courbes de gonalil6 i sont 
les courbes unicursales ou rationnelles ; les courbes de gonalit^ 2 sonl les 
courbes byperelliptiqiies, j corapris les courbes eilipliques. 
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2. — Mfithodes et nomenclature pour I'^tude d( 

3, Au point deviieanaljlique, la recherche de la gonaliled'une courbe 
se reduit k la recherche des fonctions speclales des surfaces de Riemann, 
pourvu qu'on fasse abslraclion des surfaces de genre z^ro et des surfaces 
elliptiques. A ce propos, M. Klein dit : n L'exposition et la recherche des 
fonctions speciales apparlenant a une surface F„ est une des parties les 
plus int^ressantes, mais aussi des plus difficiles, de la Theorie des surfaces 
de Riemann ; et, jusqu'A present, on n'a p\i s'approcher, en aiicune fa^on, 
d'une resolution concliiante ('). » (Kleiii-Fricke, Elliptischen Modul- 
functionen, Bd I, p. 555). 

C'est pourquoi it convenait d'ahorderla resolution du probldrae par la 
m^thode algibrico-geometrique ; mais, par ce moyen aussi, la recherche 
pr^sente de grandes difficult^s; car, lorsqu'on passe des courbes hyper- 
elliptiques aux courbes de g;onalit^p]us ^lev^e, les iheoremes trouves ont 
el6 toujours regardes comrae douteux, parce qu'ils manqucnt d'une com- 
plete g^n^ralit^ en ce qui concerne le genre. 

4. Nous avons tent^ cette voie, et nons sommes parvenu it j fairc 
quelques pas, et k nous d^barrasser des grandes difficulles que le sujei 
pr^senlail, et cela tout siinpleraent en peasant, en opposition avec ce que 
MM. Brill et Niither avaient affirme dans leur M^moire classique, fonda- 
mental, siir la theorie de la Geom6lne siir une courbe algebrlque {Math. 
Ann., VII), qu'il devait j avoir une importance capitale dans I'eiude 
directe des courbes adjoinles a la courbe Cjf d'un ordre <!^ni — 3, et 
surtout des courbes adjoinles ajant le plus petit ordre compatible avec 
I'ordre et le genre de la courbe donn6e. Ce sont ces courbes que noiis 
avons appel6es courbes adjoinles minimes. Par inluilion, nous nous 
convainquimes que ces courbes devaient jouer, pour les courbes de gona- 
lite >■ a, le mSme rfile que les courbes adjointes de I'ordre m — 3 sur les 
courbes hyperellipliques ; et noiis ne nous trompions pas, parce que toutes 
nos recherches ont confirme et demonli-i5 ce fait essenliel de la theorie,. 
Celte methode de recherche nous a oblige a adopter une nomenclatuic 
plus minntieuse que celle qu'on emplojait auparavant ; c'esl pourquoi nous 

{') Die Aufstellung und Untersucliung der zu einer Flache F„ gehiircnden Spe- 
cialfuDctionen gehitrt zu den interessantesten, aber auch schwierigsten Theilen der 
Rieiiiaiiii'scheu Theorie und ist bislang keineswegs einer abgeschlossenen Lijsung 
Kuganglich gewesen. 
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K. ASIODEO. — COUP d'oETL SUft LES COURBBS AI.GKBRIQLES. 3l5 

avons r^serv6 le noni de sei-ies specicUes aiis seules series lineaires coop6es 
par les courbes adjointes de I'ordre m — 3 eL non par des courbes 
adjointes d'un ordre plus petit; et nous avons appele siries specia- 
lisies line fois celles qui sont couples par des courbes adjointes de 
I'ordre m — 4j el noJi par des courbes adjointes d'un ordre plus petit; 
siries specialisees deux fois celles qui sont coupees par des courbes 
adjointes de I'ordre m — 5, etc. En outix, nous avons appele : 

sSrie canoniquc celle qui ept coupes par Louies las courbes adjointes de I'ordre in — 3, 



■ir- id. (m--i- 

5. La plus grande difficalr6 coiisisialt dans la determination de la 
dimension effective des series canoniques qui viennent aprSs la premiere ; 
et cetle difficult^ lenait k une autre qui, attaqn^e par IVI, Kiipper, avait 
^l^ jugee par ceiui-ci [Bibl. 1) bien difficile k surmonter. Voici de quoi 
ils'agit. Elant donnee une courbe C'" de I'ordre m, une courbe adjointe 
de I'ordre m — 3 — a doit avoir en tons points s~"P'" de C"", un 
point {s — i)-''P'«^ et, par suite, elle doit rempiir '^'Ss(s — i) conditions 
lineaires, qui cependant peuvent ne pas ^tre toutes lineairement indepen- 
dantes pour les courbes d'ordre m — 3 — a, si a]> o. Si Ton suppose 
que Pa de ces conditions dependent lineairement des autres, on dit que pa 
eslla surabondance du sysl^me des courbes adjointes de I'ordre m — 3 — a. 
La difficulle consistait dans la rechercbe d'une limite sup^rjeure de pa. 
Une autre difficulle venait de la necessite d'eclaircir, en quelque sorle, le 
r6le et de connaltre le nombre des points fixes que peuvent avoir sur C^" , 
en debors des points multiples, les sjstSmes de courbes adjointes d'un 
ordre <; »i ^3; points fixes quimanquent compietement, comme on sail, 
sur les courbes adjointes d'un ordre ^ m — 3. 



6. Nous distinguerons les resultats de nos recbercbes en deux cal^- 
gorles, a savoir resultats gen^riques, et r^sultats relatifs a une gonalitiS 
determinee. 

Quantaux resultats g6oeriques,le premier que nous sommes parvenu a 
etablir, en considerant la (a+ i^^^e s^rie canonique coupee par les 
courbes adjointes de I'ordre m — 3 ^ a, a ele une limile sup^rieure de pa? 
resuUat dont on a dout^ d'abord, mais qu'on a fini par adniettrc. Nous 
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3l6 SECONDE PARTrK. — COtiPHREXCES ET COMMUNICATIOTSS. — 8KGTI0S 1 

avons Lrouvi5 (Bibl., 4) que 



7. Un aulre r^sultat esl !a forme que prend le theoreme de Riemann et 
Roch^tenduauxcourbes adjoin tesdeTordre m — 3 — a. Le yoici{Bibl.Q): 
Si par un groupe G,,^ d'une coitrbe C"^ passent xr'" courbes adjointes 
de Vordre m — i — ct, le groupe appanient a une sirie lineaire 
complete g'^-^ , dont la dimension ra ne peutStre inferieure A, 



de sorte qu'on doit a\'oir 

{ ■>.) 'aS ( «a+ .-i) - (/> - I) - i«(^ + 3, ^^ p„ 

On peut enoncer ce theoreme comme il suit ; 

La dimension de la serie liniaire complite g\', residuelle de la 
serie g'^^par rapport d, la serie canonique ^JJ° coupee par les courBes 
adjointes de I'ordre m — 3 — a, est 

'■«S (/'-!)-("«- '■a)-J^(^ + 3) -Pa- 

Or si nous faisons i'interpretalion analyiique de ce theoreme, en reniar- 
quantqu'unpoljnome adjoint d'ordre m — ^ 3 — a estunefonctionspeciale 
de la surface de Riemann du genre p, et que le nombre r'^^ represente le 
nombre des parametres non homog^nes qui enlrent lin^airement dans la 
fonction dont il s'agit, qui admet comme poles du premier ordre les n^ 
points, nous parvenons au th^orSme suivant : £!tant donnas n points, 
tels qu'ils appartiennent d i: = r'-\-i courbes adjointes de I'ordre 
m, — 3 — a, la fonction algebrique la plus ginerale, qui admet pour 
poles ces points ou quelques-uns d'entreeux, renfermera lineairement 
au moins 

„ + -_p,Hi-^ic<(a + 3) + p» 

constantes arbitraires homogenes. 

8. Un autre resultat, d'abord cru doiiteux, ensnite reconnu exact, est 
celui qui donne le pins petit genre des courbes de I'ordre m, donees de 
courbes adjointes de I'ordre m — 3 — a. Ce minimum est 

(3) p = \..m + x. 

9. Un resuUat, dont rexactitude n'a ete miae en lumiere qu'a !a suite 
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V. AMOBEO. — CODP BOEIL SUR LES tOURBES ALGEBRIQUJiS. JI7 

d'lme poUmique avec MM. Berlini et Buikhardt, est I'estension dii 
ih^or^me de reciprociti de Nother aiix courbes adjointes de I'ordre 
m — 3 — a- 11 a ^le reconnii que : 

Les or dres et les dimensions de deux series^ residuelles enti-e elles par 
rapport a la sirie canonique g'^^, coupee par les courbcs adjointes 
de I'ordre m — 3 — a, sont liees par les relations 

(4) ,i„+,»'a = N„, [2('a-'-a-(n«-"«)]^2[^a(m-3-a)-p,J. 

10. En outre, rousavons irouve que la condition necessaire el sufiisanLc 
ponr I'existence des courlies adjointes C"''^r" esL 

OLi 8„ representc la plus haiiie ^aleur donn^e par la llniilation (]) que pa 
puisse alleindre, pourvu que Ton admelte aussi le cas limiie, 5 savoir que, 
dans une courbe sans points multiples, tout point puisse 6tre considere 
comme nne coiirbc adjoiute de I'ordre zero; el cela a sa raison d'etre 
{Bibl., 12). 

li. Enfin nous avons trouve que la formule eonnue dn plus haul genre 
d'une courbe C"' dans un espace a d dimensions prend les formes suivanles, 
selon que I'ordre m est congrn a i,a a on o, a3 ourf^a, a4 ou d — 3, 
par rapport au module d — i: 



i>n-,){Ni-d) {,u~-i){m-~d-^ ) ___ {m-{d)(,n - 



a(./-i) ' 


■?.{d~i 


) ' 'i{_d~i) 


{,n-r]{m — d) (m 


--2l(m- 


■ d-<) V" ^1 


Md-r, ' 


2((/— 1 


) ' ' Ad-i) 


- R^sultats relatifs ai 


ixcourbes 


1 de gonalito donn6e. 



repair.,, p ■ 



12. Afln d'exposer avec clarte les propri^t^s des courbes alg^briques 
qui ont rapport a uue gonalit^ doniiee, nous signalerons d'abord les pro- 
prieles communes k touEes les courbes de gonalile ft, et nous exposerons 
ensui teles propri^t^s des courbes ajant m6me gonalit^, maisremplissant, 
en outre, quelque autre condition. H faut, avant lout, remarquer que, sur 
les surfaces de Riemann, a modules gen^raux el de gonalitS k, Riemann 
m^me a trouv6 que : Lorsque les valeurs de ramification de la surface 
ne satisfoni pas a des equations de condition, il faut que ran ait 
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3lS SECONOE PAItTIE. — CONFERENCES EI COJl 

{CEuvresmathem., p. ii6) 

A oolre. LoLir nous avous troiwe [Bibl.. 0) qu'on doil avoir aus^l 

d'ou il suit que : Les surfaces de Mieinann, a modules generaux, sur 
lesquelles les fonctions rationnelles adtnettent k comme minimum des 
pdles du premier ordre, sont celles des genres ik — 3, ik — 2. Ce 
ihtor^me peut Sire traduit et compISl^ par le suivanl : 

Parmi toules les eourbes de gonalite donaie k, il n'y a que les 
courbes des genres a/t — 3, 2^ — 2, qui puissenl 4tre a modules gene- 
raux; et, parmi ces deriiieres, eelles dont le genre est a^ ^ 3 admel- 
tent une simple infinite de g\, tandis que les aiitres en ont seule- 



Pour tons les auLres genres les courbes admeiteDi des modules parlicu- 
liers; inais cela n'empSehe pas que les courbes de gonalit^ k, des genres 
a/f — 3 et 2^ — a, pnissent avoir des modules par ticuliers. II a ^t^ reconnu 
{Bibl., 19) que cela n'arrive pas pour les courbes hjperelliptiqucs des 
genres 1 et 2, ni pour les courbes trigonales des genres 3 et 4; mais cela 
commence a Stre vrai pour les courbes t^tragonales. On irouve en effel 
parmi ces courbes la Q du septiSme ordre, de genre 6, qui est a modules 
particuljers et admet une simple infinite de g\ si elle est dou^e de trois 
points triples; mais, si elle a dens points triples et trois points doubles 
arbitraires, elle est a modules generaux, et n'admet que cinq gl. La pre- 
miere de ces courbes est une transform^e quadratique de la courbe du 
cinqui^me ordre sans points doubles; I'aulre est transformee quadratique 
de la C" du sisieme ordre avec quatre points doubles. 

i3. Voici les aulres r^sultals, ajant rapport aux proprietes gencriques 
des courbes algebriques de gonalit6 donnee k : 

i" Si une courbe k-gonale Cp' admet au moins k — a courbes 
adjointes de I'ordre m — 3 — a, Uneairement independantes, les 
courbes C""'"", qui passent par k — 1 ^ — a points d'un groupe d'une 
g\, passe nt par tous les autres points du groupe; elles coupent une 
^S"-*"^'"*! desorte que les courbes adjointes C'"'"", qui passent par 
un groupe de cette sirie, rencontrent la g\ (Bibl.,S et 15). En particu- 
lier : 7'out groupe de la s4ric g\ equi^aut d k — s conditions pour 
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F. AUODEO. — COUP D'tBlL SUA LES COURSES ALGliBEtlQUES. 3ig 

toute C'"~* adjointe, d, k — 3 conditions pour toute C"'"^ adj'oinie, ..., 
a line seule condition pour' toute courbe adjointe de I'ordre m — k — i . 
2" Les courbes k~gonales de I'ordre m ne peuvent avoir de courbe 
adjointe d'un ordre inferieur d. m — k — i . On en deduit que : 

a. Le plus liaut genre que puissent atteindre les courbes k-gonales 
de I'ordre m est 

(6) /,^(/,_i)„,_l(/;_,)(A.+ 2). 

b. Si le nombre des points doubles d'une courbe plane simple, de 
I'ordre m, est moindre que - (m — k) {m — k — i), la gonalite de la 
courbe surpasse k. 

3° Sur les courbes k-gonales singuli&res dans leur genre, il ne pent 
exister de series irrationnelles, involutoires, simplemenc injinies, de 
I'ordre k etde genre jc <^ r — -^■ 

4° Les courbes k-gonales, dont le genre surpasse {k — i)^, doivenl 
necessairement avoir une seule gl- (BibL, 3 et 15). 

5" Les courbes k-gonales a modules particuliers, dont le genre sur- 
passe ik — a, mais non (k — i)*, peuvent aussi avoir une seule g\. 

5. — ProprietSs des coui'tJ9S A-gonales donees de courbes adjointes C'"-'-'. 

1^. Ennoiisbornanl, ponrJe momenl, a rexamen des courbes ^-gonales, 
douses de courbes adjointes du plus petit ordre compatible avec la gona- 
lite, nous ti'ouvoiis en premier lieu que ces coiirbesont iin caraciere fon- 
damenlal trSs remarquabte, qui est la source d'une foule de propriel^s 
simples et inieressanles. Le earactere dont il s'agit consiste ea ce que 
tout groupe de chaque g\., existant sur la courbe, a ses points en ligne 
droite {BibL, 6). Gomme on a vu plus baut, chacun de ces groupes equi- 
vaut 4 une seule conditioa pour toute courbe adjointe C'"""''^', d'ou il 
suit que -.s'ily a une infinite de ces courbes adjointes C'"*"', toute g), 
est coupee par un faisceau de courbes C™"*"'. 

Si, au contraire, il n'y a qu'une seule courbe adjoinlc C'"^*"', loute 
g\ qui existe sur la coiirbe doniiee est coupee par uii faisceau de courbes 
adjointes de I'ordre m^k. 

IS. i" Le genre le plus bas que puisse atteindre une courbe 
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32!) SECONDK PARTIE. — CONFECVEiXCKS ET COIIMUNICAILONS, — SECTION 111. 

k-gonal.e, doaee de courbes adjointes minimes, est 

(7) p=\{k^.),n + .. 

•a" Les courbes k-gonales, dont le genre salisfait aux limilations 
sidvantes : 

(8, !(A-2)m + i.-h(3/,_,-p*_,)-^ = (/^-i)'"--i-('''-0(^ + ^) 

oiit cerlainement en Ugne droite les poinds de tout groiipc de 
chaque g\. 

16. L^eiiveloppe des droiles qui coupent une gl sur la coarbe 
k-gonales C"' est de la classe ( Bibl. , 7 ). 

(9) ^-' + JJj—7^' 



,oii Q reprcsente I'exccs da genre maximiim des courbes /r-gonales sur le 
genre /J de la coiirbe donn^e, et % est le nombre des couples de poinls 
communs a gi et i toate g^,„ couple sur la courbe par des faisceaux de 
droites, c'est-&-dire le nombre des couples de poinls des groupes de gl, 
(|ui tombent aux points multiples de C^, el qui provieiment de poinls 
situ^ssur des branches distinctes. On en deduit que : 

Le nombre 9 est. tottjours egal a ^, augmente d'un mulliple de 
i/c(/:-i),c'est-a-dire(fii6/.,6etl9). 

(,o) = 3 + ;/-■(/.- I) ' S ^ k{m-k - ,), 



6. — Courbes /r-gonales sans points flies pour le C"-"-'. 

17. Apres avoir etabli ces propri^les cotnimiaes a toutes les courbes 
(t-gonales douees de courbes adjointes minimes, il ne semblait pas facile 
d'aller en avant; et, pour separer ies difficult^s qui se pr^senlaienl, nous 
eiimes d'abord I'idee de considerer, parmi ces courbes, seulenient les 
courbes de gonalit^A, qui n'ont pas de poinls fixes dans la {k — i)'™" sSrie 
canonique, couple par les courbes adjointes C""*"* et pour lesquelles 5 
aussi est ^gal a z^ro. VoJci les proprietes que nous avons pu d^couvrir : 

1° La serie canonique coupee sur ces eourbes par les courbes 
adjointes C"'~^~ ' , lorsque la dimension du systkme de ces courbes est 
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> I, est une serie ^Jr toujours composee moyennant la serie gl, Retant 
la dimension du systhme des courbes adjointes de I'ordre m — fc — i ; 
de sorie que la (k — jy^ii* serie canoniqiie se comporte ponr ces coiirbes 
comme la s^rie canonique, couple par les coiirbes adjointes C"*"^, 
(BibL, 6), se comporte pour les courbes hj-perellipiicjues. 

a" Toutes les courbes adjointes C'"~ '^~ ' , qui passent par les groupes 
d'une gl, coupees par des droites, qui contiennent un point du plan, 
passent aussi par ce point (BibL, 9 el 15). 

18. Afiii de poiivoir faire line etude a pen pr6s complete de celtc cate- 
goric de courbes, nous avons trouvd utile de la distribirer en families, en 
adoptant comme caraclere differentiel un caractere projectif que nous 
avons appel^ Vesp^ce de la courbe. Le nombre qui indiqae Tesp^ce de la 
coufbe est dgal a la classe de I'enveloppe des droites qui coupent sur la 
courbe toute gi,. Ceite division en families a ete pour nous d'une grande 
utiiite comme mojen de reclierclie; mais elle disparaitra peut-Stre 
lorsqu'on parviendra a relrouver d'une maniefe directe les resullals obte- 
nus. Elle nous a sembl^ surtout utile pour clicrcber et 6tudier des 
courbes d'un genre el d'une gonalil^ donnes, donees de seuls points 
doubles, 

19. En nous bornant a llx. courbes de premiere eldciixieme cspctes,nous 
avons pu faire connaitre leur construction effective au mojen de faisceaux 
de courbes {BibL, 9); nous avons signale I'exisience d'une infioite de 
r^seaux el de systemes triples, quadruples, ... de courbes de I'ordrc iii 
sans points doubles, qui ont des r^seaux k intersections variables, formes 
de groupes de m — i points qui sont en ligoe droite (BibL, 11); el nous 
avons pu etahlir que : 

1° Bans les courbes k-gonales de premiere espece, les valeurs de p„, 
Pn ■ ■ ■ 1 pA_2 ^onl toutes egales a siro. 

2° Dans les courbes de seconde esp&ce, qui ont une seule courbe 
adjointe de I'ordre m — k — i, c'est-A-dire dans les courbes Q*_,„, 
on a 



(ij) //'-sx /'''-2\ /'A-'\ 

3° Dans les courbes k-gonales de seconde esp&ce, la serie coupee 
par toutes les coniques du plan est contenue ihtns une serie lineaire 
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complete g\i,; la sSrie coupee par tautes les cabiques du plan est con- 
tenue dans une gl^ Hneaire complete; etc, 

20. Ponr les courbes de gonalit^ k et d'espece s ^ i en ^en^ral, les r^sul- 
tats les plus essentiels se rapporlent a la determination precise des dimen- 
sions de quelques-iines des series completes, coupee sur ces courbes par 
les courbes adjoinies et par des courbes non adjointes. Parmi ces r^sultats 
on a jug4 tres difficile, el important, celai qni conceme la dimension de 
la s^rie lineaire compUte, qui conlient la s^rie lineaire couple sur les 
courbes par les droites dii plan. Voici les th^or^mes (BibL, IS) : 

i" La dimension de la s^rie lineaire complete, qui contient la serie 
coupee par les droites du plan, est igale a I'esp^ce de la courhe 
augm,entee de I'unite. 

2" La surabondance p, du systeine des courbes adjointes de Vordre 
m — 4 est s — I . 

3° La surabondance pi_s du syst^me des courbes adjointes de 

I'ordre m~k est J (^ - i) (/.■ - 2) {/f - 3). 

4" La surabondance ^1,-2 du systems des courbes adjointes de 
I'ordre m — k — ) es(-(s — i) (k — 1) (k — 2). 

5" La dimension de la {k — ^y"^" serie canonique, coupee par les 
courbes adjointes de I'ordre m — k, ejf aR +s + i, (f' ow il suit que la 
sdrie en question est gflS^+ti'+v^-{s^ii- 

21. Du premier des tlieorfimes qui precedent on deduit (Sift/., 17): 

Toutes les courbes k-gonales de s'^™^ espece sont des proj'ections de 
courbes du mSme ordre, mais normales pour I'espace de dimension 
s -\-i ; et ces courbes normales appartlennent & des surfaces r^gUes 
rationnelles de I'ordre s, dont chaque generatrice les rencontre k fois. 

1. — Courbes /.-gonales avec points fixes pour les C" -'-'. 

22. II nous resle a dire quelques mots sur les courbes alg^briques 
A'-gonales, qui ont des courbes adjointes minimes de I'ordre m — k — i , 
et qui presenlent en outre un certain nombre a de points fixes pour ces 
courbes adjointes, en dehors des points multiples, ou bien qui ont S ^ o. 
L'etude de ce sujel concerne aiissi, pour ? ^ o, •t= o, toutes les courbes 
considerecs dans le paragraphe precedent, de sorte qu'on peul dire que 
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nous allons niaintenant considerer toutes les courbes A'-gonales, douees de 
courbcs adjointes G""-*"', Le genre de ces courbes est doniie par la 
forinule 



et, dans ce cas, I'enveloppe des droites auxqueiles apparttcnnenl les 
groupes d'une gl est de la classe 

s ^ l-hl. 

Nous conserverons pour cos courLes !a division en espices; mais il ne 
faudra pas perdre de vue que, parmi les courbes de s'""' esp^ce, on irouve 
maintenant,nonseulemeci I les courbes d6ji consid^rees (f^S)i mais encore 
toutes les aiitres courbes, pour lesquelles les nombres cr et ^ ne sont pas 
tous les deux nuls. 

23. Le premier llji5orenie qii'il convienl de signaler est le siiivant : 

Toule courbe k-gonale, dont I'enveloppe de g\ est de la classe s, 
peut ^tre transformee birationnellement en une courbe k-gonale du 
m4me ordre, dpuie d'un point (m — k)"?'^, de s — i points k"P'", el 
d'autres points multiples, de mtiltiplicitd inferieure a k, equivalents 
d, \ points doubles. 

Cette courbe peut aussi se transformer birationnellement en une 
autre courbe k-gonale de premiere esp^ce d'un ordre inferieur m' 
douie d'un point {m' — k)"P''' et d'autres points multiples, de multi- 
plicity inferieure d k- 

GrSce a ce th^orfeme, les propriet^s invariantives des courbes A-gonales 
peuvent ^tre obtenues par la consideration des seules courbes ^-gonales 
de premiere espSce, douees d'un point (m — k)"^" et d'autres points 
mulliples, de multiplicity inferieure a k. 

2-4. Voici quels soni, les caracteres de ces courbes : On a f) ^^; le 
genre et I'ordre sont 

le nombre des points fises est 
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la dimension R et I'ordre N de la (k — i^":"' serie caiioniijue sont 

Le nombre des points doubles arbitraires esl 8 — p*_2i el il y a, eiitrc 
6 et 3a_2, la rclalion siiivanLe 



(|L(i nous a 6l6 cojomiiiiiqdcc par M. Kiipper. 

2o. Eft particulier, poui' les courbes iijperelliptiques, on trouve (eo 
faisant k^=2) <j ^ — ko^ ; mais tr ne pent §tre n^gatif, done it = o, ce 
(jui d^montre (pour la premiere Ibis, d'une inani^re directe) qu'ilne pent 
y avoir de points fixes dans la s^rie canoniqiio sur les courbes liypercliip- 
tiq lies . 

26. Les caract^res des courbes, dont il a et^ question au n" 'H, peiivent 
^tre iitilement esprim^s en fonulion de la dimension R du sjsteme des 
courbes adjoinles minimes 

,« = R-^i^-l + (0 — p(._5), 

ct les courbes out un poinl, [m^k)"^^", et d'aiiti-es points multiples dc 
multiplicite inKrieure k k, Equivalents k 9 points doubles, 
Les courbes adjointes minimes se r^duisent an sjsteme de 

R + (9-pA-5) 

droitos dont fl — p^-a ^oQt fixes et dctermineol les t points iixes de la 
courbe. 

27. Les courbespour lesqiielles on a pi,_2= o ont line importance par- 
ticuliere, parce qu'elles comprennent les courbes trigonalcs de premiere 
espece. 

Pour de telles courbes on a Ic theoremc que voiei : 

i" Les courbes C^ k-gonales de premiere espece, pour lesquellesona 
^k-i=o, n'admettent que des points doubles, et un seul point 
[m — k')"P^^ qui 7i' est pas en ligne droite avec deux de ces points. 

2° La serie coupee sur ces courbes par les droiles duplctn est com- 
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plete, d'oii il suit que les courhes en question sont des c.ourhes normales 
pour le plan. 

En se Lornanl. au cas particulier ^ := 3, on retronve le theor&me de 
Bobek, a- :z= 6, et I'on arrive k etablir la reprt^sentation ooi-male de toiites 
les courbes trigonales, resultat que nous avons eu I'honneiir de communl- 
qner a I'Acad^mie des Sciences de Paris, el qu'on pent resnmer dans le 
tlieorSme suivant : 

3." Toute courbe trigoiiate {par consequent de genre p^ 3) peut Stre 
representee au moyen d'une courbe nor male du plan, de I'ordre ^ + 3 
ou— — + 3, selon que p est pair ou impair. La courbe normale doit 
avoir un point (- \ et un seul point double dans le premier cas, et 
ne doit avoir, dans I' autre cas, qu'un point {- j 
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ORTHOGONAL TRANSFORMATIONS 

IN ELLIPTIC, OR IN HYPERBOLIC SPACE, 

Bv Irving STRINGHAM, Ph. D., 

PBOl'BSSOR IN THE UNlVEESlTr OF CALJPOBNIA. 



1. Let Cayley's well known niatrlc of llie hesapammfitric orthogonal 
;ransforma l1 on be written in the form (') 

iKo-e^-[«c&i,Co] ao-+-«a-H/(,0o Bo-l-/-„H-i'„e„ C„-^C^-hlh&o 

Ao — na — /ii^o iK„ — ej-[aoi'„Ao] Ho— A„ — c„6„ G^^^^+l,^&^ 

B^—ha—ffa&^ Ho-h/i|,+ coe„ 5 K^ — e§ — [5aA„/(,] F„— /„— a„eo 

Co-c„-/,„e, G„— ^0—6060 Fo+/o+«oeo 1K„— e?-[c^,^„] 

the factor (~ \ being prefixed hereto in order to indicale that, each cle- 
ment of the matrix is to be multiplied bj ~> find the letters K„, Hf,, [], 



(1) Crblle, Bd XXXII ((846), p. ug-ia3. Of other references I cite the fol- 
lowing as of special utility ; Stvby, Ueber die Betpegungen des Haumes, in Leipz. 
Berichte, p. 34i-354, 1S90; HjitsDOBPF, Analyliscke Beitrdge zur Nicht-Eukli- 
dischen Geometrie, Leipz. Berichte, p, 161-214, 1899; Klein, Vorlesungen iiber 
Nicht-Euklidiscken Geometrie, II, Gfittingen, 1893; GeelacHj Die Metrik in. 
projekiiviscken Koordinaten, Inaug. Dissertation, Ziirich, 1899; Killing, Die 
Nioht'Euklidischen Raumformen, Leipzig, 1885; Lindemann, Ueber unendlich 
kleine Bewegungen und iiber Kraftsysleine bei allgem. proj. Massbestim- 
mung {Math. Ann., Bd VII, 1874, p. 56-i43); Gatley, On the Rotation of a 
Solid Body i-ound a Fixed Point (Camb. and Dublin Math. Journal, Vol, 1, 
1846, p. 167-173, 264-274); RoDRiGUES, Des lots gioniitriques qui regissent les 
deplacements d' an systetne solide dans I'espace, etc. (Journal de Liouville, i. V, 
iS4o, p. 3S0-440). 
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Afl^ Bo, Coi Fa, Go, Ho being used for brevity to represent the following 
functions of the parameters : 

K(= 1 + «^ -1- 6= -1- ci +/J + ^i + hi -\- ei, 

F„ = g,h,- b, Co, G„ = A„/o- c„«o, H„ = /o^„- «o &<,. 

2. Let il be assumed that this matris, which I denote by Mo, is com- 
posite, and let it be proposed to determine two Other matrices M, M', 
such that 

For this purpose assume that 'M has the form 

[abc\ A-Kt , B_-i-_6 C^ 



K 



K 



Ibhf] 
K 


"^^ 


L-t/ , 


-Mei 



whereby the condition 

B = af+bg^ch^o 
is satisfied, and 

{abc] = a^+b^+cK 
\ = bh — eg, B = cf— ah, C = ag— bf, 
F ^gk — br,, G^hf— ca, II =/g~ab. 

The transformation defined by this matrix has five independent para- 
meters, while Me has six. M' must therefore introduce a sixth parameter 
not contained in M. In order that this state of things may be exactly rea- 
lized, lliat is, in order that the equation MM':=Mo may be identically 
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true, it suffices lo give to M' the form 

., [/V'^'J _ , A'-/' 
K' K' 



K' 

K' K' K' 

K' K' K' 

C'-i-/(' G'+6' F'— rt' 

^^KT' ~~^' K'~ ' ^^ K' ' 



C— ft' 
3 K' 
G'- b' 



whose six parameters are connected with those of M by the relations 

r being arbitrary. Here also 

and tlie meanings ol'K.', [], A', B', C, etc., are 

K'= ( + (t'a+ &'!4- c'a-i-/'i-H ^'^4- /l'^ 

k-=b'h--~c'g\ B'= c-f'-a.'h\ C' = «V-&7'. 
Y'^g'h' — b'c', Q'=h'f — ';a\ W = fg'—a'b'. 

Observe that M' may be derived from M hy changing a, b, c,f, g, h, 
into/*, g', h', a', b' , c', respectively. 

3. Let the product MM' be now formed hy the ordinary rule for the 
muUiplication of matrices, the combinations being : columns hy rows. 
It will be found that, except where unity appears as a term in the prin- 
cipal diagonals, this multiplication process merely adds together the cor- 
responding elements of the two factors. The terms i, wherever found, 
are not doubled but reappear unchanged in the principal diagonal of the 
product matrix. The product MM' is, in fact, 

be] J/V'A'J ,/a_a;\ ,/« .n ^f^_K'wJt^^\ ,/c_g;\ /c A'-- 
\K n'r {k'^w/ \k k7 \k k7 \k. k'J^ \k^k; 

K K' \K. K'J l^K K7 VK K'/ V^ K'^ 

li'l Vk K7 \K K'J'^ {k k:/ K K' ^\K K7 Vk K'^ 

K'J \K ■ K7 \li li'J "l,K K'/ \K K'J \K K'J K K' 



■-^)-»(^£) 
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The form of this matrix shows at once tlial the multiplication is com- 



mutalive; that h 



MM'= M'M. 



rix whose elements i 
r, between the first 



A. The foregoing synthesis has produced a 
functions of the seven parameters fl, b, c, y, g 
of which the one relation exist 

This matrix, therefore defines a hexaparametric transformation, which, 
by virtue of the fact that it is the resultant of two orthogonal transfor- 
mations, is itself orthogonal. 

But it may be transformed into the Cayleyan matiix. The substitutions 
by which the transition is made are 



and from these equations, by successive eliminatio 
e„=r(K-.)=l(K'-i), 9„2 = (K-i)(K'- 



s obtained 



K,^ 






i-a<,e<, = fK'+a'K\ g-„-^ ba€)a = g-K' -h b'K, 

A(,= AK' — A'K, Bo= BK'— B'K, G(=CK'~ G'K. 
F„ = FK'— F'K, Go = GK'-G'K, Ha^HK' — U'K, 
_ Ql + al -h bl -h cl _ _ f a^ -i- b^ -^ c'- ^ f^^g'j-^ 
Ko ' " "^ 

K' 



'5+i'! 







Ko 




0^ 


+ 6 


+ /i 


+/i 






Kd 







+ c 


^.n 


+ g-"^ 



1<0 



All the forms thai appeal 





K 




fa 


= + ^^-^ 


A' 




K 




b 


+ h^+- 


P 




K 




(c 


+/' + 


K'' 



the two matrices under consideration are 
here represented, and when the Cayleyan matrix is constructed with the 
expressions on the left side of the signs of equality, their equivalents 
on tlie right form the matrix which has been constructed as the product 
of M and M'. Stated in general terms this result is as follows : 

The orthogonal transformation with six independent parameters 
is expressible as the product of a pair of penlaparamelric commuta- 
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tive factors, each of which is defined by a matrix whose elements are 
functions of six letters; and these letters, being a, b, c, /, g, h and 
y, ^, A.', a', b', c' respectively, satisfy the conditions : 

Cl b c f g h' 
a/H- bg- -i-ch^ a'/'-hb'ff'-hc'h'=o. 



5. InlerpreLed ; 
point in elliptic oi 



s homogeneous coordinates, w, x^y, s ( ' ) represent a 
liyperbolic space, provided a condition of the form 



be satisfied. If then 



be the raatris of an orthogonal transformation, tlie condition; 



being satisfied, kw^, kxa, ky^^ kz-a are the coordinates of a point and w,-, 
'^h ?M T' "'^y ^^ interpreted as the homogeneous coordinates of a 
plane. 

An orthogonal transformation displaces the points of space (elliptic or 
hyperbolic) in such a way as to conserve all distances between pairs of 
points and all angles between pairs of planes, a fact which niaj be veri- 
fied by showing that the transformation in question leaves unchanged all 
functions of the forms 

w^:' + cox' -^ yy ^ zz\ <u«)'-i-aa'+iJ|i'H--r7'. 

In other words, an orthogonal transformation is a movement, without 
distortion, of space in itself. 

6. The general orthogonal transformation with six independent para- 
meters leaves no point undisturbed ; all points move. In fact the neces- 
sary and sufficient condition in order that a point ((v, x, y, z) may 
remain fixed, when the Cayleyan transformation whose parameters are 



(') They may also be interpreted as 
origin in a parabolic four-diniensioDai s 
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a, h, c, /, g, h is applied to ii 



(A~«-/e)«.-(e=^ 
(B-6-^e)<v^-(H^ 



■■i-4- Ai)a; -t-(H — A — c0)j -t-(G +^ 4- 69)3 



or, expressed in anoLher form, it is A = determinant of t!ic coefficients of 
these equations = o. Biil it is easily verified Lhat 



Xi^h + gQ 


G_H c + Ae 


]l — h — cl3 


G + ^4-&e 


(e=+/,.+ A.+/s) 


F_/-n0 


F-i-/-f-«0 


_(G=+ ca-(-/2 + 



tliat 


s, 




a = 02K^ 


wliei- 


6 


nd K have tliclr i 


siial meanings 






K = n- o 


^+i='HC^ + / 



& = af+hg + ck- 

and for a real transformation K cannot be zero. 

Hence, the necessary and sufficient condition for the existence of 
the transformation i^a, b,c, f^ g^ h)^ permitting an invariant point, is 

af -^ Of -h ch = o. 

The parameters of M and M', the complemenlarj factors of Mo, satisfy 
this condition, and the corresponding transformations are therefore cha- 
racterized hy the existence of invariant points. 

7. The condition B ^ o being satisfied, the coordinates of ali the inva- 
riant points of the transformation (a, b, c,f,g, h) satisfy the equations 

_(aa4,fti + c')«. + (A + a)3.+(B + *)7 + (C + c)3 = o, 
(A -«)«.- (<Ti + ^»-t-A>)^ + (H-A)^ + (G+^)j==o, 
(B~6i«. + (H + A>-(&=+A'4-/')j4-(F-/)3 = o, 



yGoosle 



With iheir terms rearrauged these equations are 
"*+ J-Avi + ^^ = o, 

t',lr„!:=^a=^^by + 'jz, a^-^hj'-gz, bw-hx-^fz, cw-^gx-fy, 

and since K is not zero, i^, ^, ■/], Z, must separately vanish; that is i-v, x, 
y, s satisfy the eqiiations 

ax -T- by + c^ — o, bw — hx + fz = o, 

These equations represent four planes ■whose common points of inter- 
seclion, if there be such, are the invariant points of the transformation. 

But in consequence of the condition ^ o, the first of the four equa- 
tions is derivable from any two of the others by the elimination of w, and 

f^a^ + hy-g^)+g{bw^hx+fM) + h(cw + ffx-/y)^o. 

Hence the four planes meet in a straight line, all the points of which 
remain undisturbed by the transformation; and the investigation has 
shown that there are no other invariant points. We may take, as the 
equations of the invariant straight line, 





ax + hy^cz = o. 


a(. 


a^ + hy - e z}^b{h^ ~ hx ^fz) ^ c{cw + gx -fy) = 0. 


hat is 
vhcre 


ax-\-by^<:z = o, Iip — kx ^ By — Qz = o. 


I =■ 


a2^.jB^.c2, ,\_^bli~cg, B = cf—ah, G = ag--~bJ. 



Interpreted as motion this result is : 

// ike condition a/-+- bg -\- ch=: o be saiisfied, the transformation 
{a, 6, c, /", g, h) represents a rotation about a fixed axis whose equa- 
tions are : 

ax-i-by-^cz = Q. Iw — kx — By — Cs = o. 

The Plilckerian coordinates of this axis are : 
-a, ^b, -c, /., g, h, 
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8, By substitution in the equations of transformation it is shown that 
the points {o,/, g,h), {f^-i- g^-+- h-, A, B, C) tie in the axis of the 
transformation («, 6, c,/, g-, A; fcl — o). 

Write 

If the coordinates of the origin, which are A, o, o, o, are changed by 
this transformation into kwa, kxo^ kyo-, kzt,, the equations 



3- X 


z 


3^0 Xk 


So 


f s- 


k 


A B 


C 



represent a pair of planes meeting in the axis, the first of which is, bj the 
same transformation, changed into the second. Expanded and reduced, 
the first of these equations is 



The coefficients in the s 

I 3?c ^n -30 I J '^a . 

\f ff /' , -jo 
I A R C I j J 



:ond equation 



/ /'I , - 



/ 



or, in their expanded forms, 

w„{Gf —Ak)^x„(ih —o) -+-z<,(o -if) ^ii~ba>>, + hTi, — fz^), 

But in the equations of transformation the vahies of KtVoi ^^oi K-JKo, 
Rso, are respectively K — 2I, 2(A4-«), 2(B+Z>), 2(C-Hc), and 
therefore 

03^0 -^- 670 -I- cso = 2Ct(A + «) -H a6(B + 6) + a D(C + c) = al, 
— «wo — AXo + ^^o = — «K-t-2a(I-HJ)~aA = aK — a(A -t- a), 



— 6n.o+Aa^o— Ao = — 6K + 26{I-hJ)-2E =6K-2(Bh 

By these substitutions the equation of tiie second plane becomes 
2ln' + [aK — 2« — aA)a^ + (^K — 2^'- jB)j-i-(cK— -/c — -^Cj^^o 
or ibis may be written 

{K-2)(«^-4-6j-i-cs) + 2tI<^-A;c~B7-Cj)=o, 
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a form which shows at once that the plane in question passes tlirough 
ihe intersection of the two planes 

a3!-^-by-f-cs = o, I (p — Aa: — Bj — Gs = 0, 

that is, through the axis of the rotation. 

The angular displacement of the rotation is the angle between the two 
pl.„e. 

a37-H6j-i- cs = o, 

where 

u,a,§.f = 2T, «K — aa — aA, 6K — afi-aB, cK-ac — «C. 

Let the expression for the cosine of this angle be now formed. For this 
purpose the coefficients, which are proportional to the coordinates of the 
two planes, must be multiplied by proportionality factors, a and a. 
determined by the conditions 

from which are derived the values 



P - 



The required expression for the cosine of the angle hetween the two 
planes is 

cos* = -pa(o.L. + aa + 6pH-cY) 

= ~ p<s[(K ~ '1)1 - 'MaA^ OB -^ cG)l 
that is 

K i-ha'-t-/>^-hc^-i-/^-hg-^-hh^' 

But 



The angular disphicemeiit of the rotation is lierehj given in terms of 
the parameters. 



(') Cf. RoDRiGiiES, loc.cit., p. 4o2,aiicl Gavlev, Crelle's Journal, XXXIl, p.i 
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9. It is immediately evident that tiie transformation complemenlarj to 
{a, b^c,/, g, h; ^o), whose matrix is M' and which, in the notation 
here employed, is denoted by (/', g'., h', a', b',c'; Q' = o), represents 
also a rotation about a fixed axis and that this axis has for its equations 



Bj- ^ Gs = o, 



or, as its Phickerian coordinates, 

/ ^, h, ^a, -b, -c. 

The angular displacement of the rotation is given hy either of the for- 
mula : 

„„.<!>' = ^^-, sc.^ ^<l.'r. K'=. , + T-^K - 1). 



10. A special and interesting form of the matrix (MM') of art. 3 is 
obtained by making r= i. This matrix becomes, when n'= a, fi'= ^, etc, 



COSil. >. 

--X cos* 



The coefficients of the transformation now satisfy the relation 

C065'I' + :^2_i_,ia_|_v5=i. 

Hence, if i, j\ k be the three imaginary quaternion nnits, we may 
trite 

q = i;os* — (■). — y> — ^v, 

on whose tensor is unity. Let 

p =. w + ia!-i-jy^kz\ 



and (/ is a qui 
then 



^ ((_X,yH-37C0S*~V7-(-(*S) 

+_/■(— (^lu'-t- va^ + jK COS* — X^) 
-h^(— vtP — |j,a:-i- Xj'-i-scos*). 
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Thus regressive multiplicaLion otp hj the quaternion q produces iden- 
tically the same result as the Iriparamelric orthogonal transformation 
(cos 'I', X, [JL, v) applied to the point ((v, x,y, a) ('). This is only a par- 
ticular case of the identity of result obtained through multiplication by 
quaternions and transformation by matrices of the fourth order. The 
genera] quaternion form of the orthogonal transformation with six para- 
meters is gpg', where q and q' are unit quaternions, but otherwise inde- 
pendent of one another. Bat the discussion of this phase of my subject 
lies outside the proper scope of this paper. 

H . The general conclusion to which this investigaUon has led may be 
summed up in the following statement {^) ; 

The orthogonal transformation with six independent parameters, when 
interpreted geometrically, represents a motion, without distortion, of 
elliptic or hyperbolic space in itself, by which no points remain fixed ; but 
it is at once decomposable into the product of a pair of complementary 
commutative transformations: (a, !?,€,/, g,h;Q = o), (f, g',h',a', b', c'; 
0' ^= o), whose parameters satisfy the conditions : 

a b c f g ■ h' 

af^hg^ch = a'f + b'g'+c'K^ a, 

and which represent rotations about a pair of ases that remain alternately 
fixed. The equations of these axes are respectively 

ax-^by-^cs = a, Iw — Aa: ^ By — Cz ^ o (the I-axis), 
and 

fai+gj-hhs^o. Jiv + Aa: + Bjr + Cs = o (the J-axig), 

and the angular displacements of ihc two rotations are respectively 



12. The following dualistic relations, here announced withoiiL proof, 
may be verified without difficulty : 



(') Cf. Study, loc. cit., p, 35i ; Hausdorff, loo. cit., p. 
(') Cf. LiNDEMANN, ?oc- cit., |3 et ^. 
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(n). A rolation about the l-axis displaces the plane 

in itself about the fised point (J, A, R, C), and a rotation about Lbe 
J-axis displaces the plane 

in itself about the fixed point (I, — A, — B, — C). 

(li). The planes ax ^hy ~{-cz =o and /^ + gy -\-hz = o arc per- 
pendicular to ooc another. Their tine of intersection passes through the 
origin and meets the two axes (the 1 and the J axes) at the points 
(J, A, B, C) and (I, — A, — B, —0) respectively. 

(c). The I-axis meets the plane fx-Y-gy-\-hz:=o perpendicularly 
at the point (J, A, B, G) and the J-asis meets the plane ax + by-{- cz^o 
perpendicularly al the point (i, — A, — B, — C). 

(rf). The conditions %^=o^ 0' =; o being satisfied, a, b, c, /", g-, h and 
y, g' , A', a', b' . e' are the Plilckerian coordinates of straight lines; the 
former lies in the plane fx + gy'\-hz = o, the latter in the plane 
cix + by + cs = o, and both therefore meet the intersection line of these 
two planes. 

(e). A rotation about the l-axis displaces the line (a, b, c, /, g^ h) in 
itself and a rotation about the J-axis displaces the line [f, g' , h', a', b' , c') 
in itself. 

(/). The distances from the origin, along the intersection of the pianes 
fx + gy + As = o, ax -^by + cz = o, to the points (J, A, B, C) and 
(I, — A, — B, — C) being denoted by OP and OQ respectively and cosam 
being defined by 

these distances arc determined bv the formulae : 



-W^- 



c.ns^OV = U ^—-, cos/,OQ = l 

ind the perpendicular distance bctvvcen the two 

OP-1-OQ = J/fTT. 
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LE THEOREME DE M. SALMON, 

CONCERWANT J,ES CUBIQUES PLANES, 
Pab M. V. JAMET, 



Je me propose de soiunctlic an Congres line d^monsLration de cetLe 
propositioa bien conmie : Les qiialre tangentes a une cub ique plane, 
issues d'unpoint de lacourbe, et differentes dela tangente en. ce point, 
ont un, rapport anharmonique constant. Si cette demonstration presenle 
quelqiie int^rgt, ce sera probablement sur le point suivanl : le calcol 
aiiquel elle conduit permet d'int^grer compUtement une cer ta in e Equa- 
tion difftSrentielle du second ordre, oii interviennent les fouctions ellip- 
tiques. J'ai d'ailleurs donne quelques indications sur ce poini, dans une 
Note insEree aiix Comptes rendus {1890); j'ajoute cependant que, dans 
Pintegration en question, j'avais deja el6 precede par M. Appell. Je 
demande k Messieurs les Membres du Congres de vouloir bien accueillir 
favorablement la suite des calculs dont je n'ai jamais public les details. 

i. On sail que J'etude des propri^t^s projectives des cuLi(jiies pent 
toojours Clrc ramende a I'^fude de Pequation 

(1) y^= ax^-\- bs:^-+- ex -^e, 

car I'equation d'une cubiqiie se ramene toujours a ceUe forme, par des 
transformations homographiques. SupposoBS done que I'equaUon (1) 
represenle une cubiqne, et soil 



I'equation d'uoc droitc. Pour que ce!lc-ci soil Langentc a la cubiqac, il 
fauL cL il sul'fitque I'equation 
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3io SBCONDB PARTIE. — CONFERENCES ET COMMUNICATIONS. — SECTION Ill- 
ait line racine double; soit x cette racine, et soil \ i'abscisse dii point oil 
la droitc (2) coupe la courbe; ^ est la racine simple de I'^quation (2). En 
vertu des relations entre les coefficients et les raclnes d'une menie equa- 
tion, ontrouvera 



puis, par I'el 


imination de x, 

ha (i 


(4) 

2. Soit, d'a 


lilleurs, 



De ce que 1 equation (3) adniet ia racine ^resulte I'egallte 

et Foil pent transformer comme il suit I'egalite (4) 

II en rcsulte 

(5) 4a[al^^bi-^c::p'im\rf{f^-^m^^] = {m^-b~alr 

ou bien encore, en d^signant par u une coiistante, prt 
term in ee 

L'inlroductlon de cetle conslante a pour but de former une r^solvante 
de I'liquation (5), ou I'inconnue est m. En effet, d^terminons u de telle 
sorle que !e second membre de (6) soit Ic carre d'un binome du premier 
dcgre en m ; nous trouvons 

-i6«V(0 + (,ia^ + 2«)[4«(«?^-i-6?4-<;)-^(6-^«5)«+«^l=o. 

et cetie Equation pr^sente une particularite remarquable : si on I'ordonne 
par rapport aux puissances de u, on trouve une equation du Iroisi^me 
degre, dont les coefficients sont indipendanls de \. 
C'esl r Equation suivantc 
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el si Ton pose w =: — aaa, on la Lransformc comme il s 

aa^-h ba^-h ca+ e= o, 
ou bicn 

3. Soit done 

/t|) = «(^-a)(^-8)(|-f), 

et soit, dans ce qui pr^ceiie, 
L'cquation (6) devient 






[™._«(|+p+^_^)],^4«(v/^_ 



F\/(;-p)(i-T)y- 



Si I'on eonsidere, en pariiculicr, I'un des points de la cubique doni 
I'abseisse esl egaie a ^, on pent 6crire le signe — seulement, an lieu du 
double sigae, devant le deuxienie radical qui figure dans celle equation ; 
d'ailleurs il est possible de la resoudre par rapport a m, et I'on trouve, en 
d^siguant ses racines par m, , mj, m^, mi, : 

Puis on v^rifie que le rapport anharmonique (m, fn^/fisJn^) estindepen- 
dam de i. En cITel, 

En divisaat ces deux egallles membt'e a membre, on Irouve 
ce qui demontre le theoreine de M. Salmon, enoncS au debut de ce 
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-4. D'apr^s une proposition connue, les quatre fonctions de 5, designt 
par mi, m^, fn^, Wi, sonl quatre integrales d'une equation diff^rentie 
de la forme 

''"' IT) ^ . 

-j^ -1- A + li »( -^- C 7»' = o, 

oi A, B, C designent les fonclions de ^ (voir, par exemple, le Memo 
deM.Picard, msere aiix Annates de PEcole Normale superieure, i8; 
sur I'applicalion de la thcoric des complexes lineaires, etc. ), 

Proposons-nous d'^tablir cette Equation. A cet effet, observons que 
racine double, a;, de I'^quation 

(3) (m^+^^^^a^^ + hx^ + o^^e 

verifie aiissi I'^qualion dcrivee 

ion (3) et tenant compte de i'equation (7), 



DifTch-entiant 
Irouve 






di 



ell'oiiendccluit 
puis, en vertn de ('S) 

(9) ■.„.(™s + »)+.(».i + , .)(?-=.) ^-3oe+»*£+=. 

Relrancliant (9) eL (7) membrc'^ mcmbre, on Lroiive : 



1 bien 



ou encore 



■Mm 



^ 



dl 



= 3a(t + «)H 
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commc il a cte dil precedemment. On en conclul 

r ,., . dm 3 , , 
■im-^-i-^m/jU)-^ =-{al-^m'^-b) + ->,b, 

on blen 

et Lelle est Tcquation diflerentielle que nous vonlions etablir. 

S, D'apr^s ce qui precede, on connait deja qinatre int^grales particu- 
lieres de cette Equation ; on sait d'aiiienrs qu'il snffit d'en connaitre trois 
pourtrouver, sans integration, I'inl^grale g^nerale de requationpropos^e. 
Si I'on d&igoe par C une constante arbilraire, par m I'int^grale chercliee, 
par THi, nthf mi, trois des fonctions mi, m^, m^, m, anl^rieurement 
definies, la fonction ju est definie par I'equation 

En outre, et c'est la le fait sur lequel nous voulons insister, la connais- 
sance des fonctions m,, ma, mj, m^ permet de connaitre I'integrale g6n^- 
rale d'une certaine equation diff^rentielle du second ordre, luleressante 
en ce qu'elle est an cas particiilier de I'equation 



dt^ 



= {ksnn^B)z, 



a laqiieile Lame, dans iin M6moire c61fetre, ramfene le probleme de I'^qui- 
libre de temperature sur nn ellipsoidc. En effct, posons 



an el en designant les fonctions eJlipliqucs que I'o 
lion que lenr module k est deiini comnie il suit : 



Nous trouvons 

(10) /(^-=<)(5-p)(5-T) = /(^^^(P-Y)sn(cnid,i(, 

(11) dS = a{p-T)sn(cn^dni 
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et I'dquation differentielle ci-dessus se transforme comme il suit : 

»/<;(i^?)^ + ,»■=(•/-. )«(-3/p .,,>!+,+*•). 

Soit encore 

w = 2v'<'(«-T)!'- 
On Lrouve 

5 = e/i^'", 



puis, en laisant 



on trouve encore 

el telle est I'equation differentielle du second ordrc f|iie nous voulions 
etablir (') 

6. Nous connaissons deja quatre int^grales particulieres de celle eqiia- 
lioii. En e£Fet, si nous posons 

m,-=V^(^^=7)l'.-, (''=1,3,3,4), 
I'eqiialion (12) admettra les qiialre int^grales d^finies par la forinnle 

en supposantquc les fonctions m,, m^, iiia, m,,, qui nous servent a definir 
fti, jj-a, ^Ag, iXj, soient les racJnes, ant^rieurcment calcul^es, de I'equa- 
tion (5). Deuxde ces integrales particuiieres nous suffironl pour ironver 
I'integrale generale de (10); c'est pourquoi nous voulons ^tudier en par- 
ticulier I'une au moins de ces integrales. Nous trouverons, par exemple, 






Or, en vertu des formules (10) el (1 1) 



\/^-1 /(l-a)(5-[l)(?--() 



(') Depuis que ce Travail a ete livre a I'impression, nous avoiis reconnu que 
I'eraploi des notations de Weierstrass perroet de presenter tout le calcul qui suit 
sous une forme bien plus elegante. 
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En effectuant les quadratures indiquet 
quelqiies transformations faciles 



i-dessus, on trouve , apres 



_ ^(t/p^^'+vT^)(/r^+v/s--f) 
V7r^ + i/f^p 



-V^^Tc. 



>nO(^/-f-ocdnf+l/^-Y^»t) , 



= /(-f-«).t 



\/l/-f — a dn ( + \/y — p en ( 

/05 



0(dn< + tA:snf) 



En appliquant la mgme methode au calcul dcs trols aiitres integrales, 



\/t — a/(dnf-Ht/rsinf)(dnf + AcnO 



l//t /cniM-isn()(dnf + i7csnO(dii(-l-Acn() 
Mais nous obtiendrons encore des integrales de la meme equation 
et 32 par ^k{-( — a.), z, par -^' 

es nouvelles integrales par Z,,, EJj, i^a, i^i 



diir^rentielle , en divisant 



nous formons !e Tableau suivant 



•(=. 


i(-S-lsi] 


,.)(*< 


+ .■*!■.,) 




,/d. 


I + tc 




v/ci, 


t+isn 


<)(dnl 


+ i(!nl) 




I'd.. 


+ tt!n 


1) 


l/(<l 


ni + iA 


!n()(d 


n( + ttnl) 




A 


n( + ii 


in; 



" i/(cn( + (siiO(dn(+(AsnO(dn(-(-Acni} 
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et nous allons en profitcr pour former d'aiitres integrales (foiictions 
homogfenes el lin^aires de deux an moins des integrales ci-dessiis) qui ne 
renferment pas Ic signc i. 

7, A cet effet, nous observons que I'inlegrale tli est identique a 



^dnt-hJccn~t 

do sortc que Ics oppressions de Z,, et de iTj ne difFej 
que par le changement de + i en — ■ /. D'ailleurs 



Done 



(,3) / .(c.<d„l-fa.. 



U-,.^^ 



On peut done ecrire I'integrale generals de I'eqiiation (la) : 
forme siiivante : 



■/inie-hkcni 
A, B designant deux eonstantes arbitraires. En multipliant les deux Vermes 
dc cctte derniere fraction par^dni — kcnt, on donne encore i I'inte- 
grale generale la forme ci-apre3 : 

8. Dans tout Ic calcul qui pr^c&de, on a designs par k, indili'^remment, 
I'une ou I'autre des deux racines carrees de ■ ■ -- '-. Done, k toule int6grale 
de I'equation (la) doit correspondre une int^grale qui n'en differe que 
par le changement de A- en — k. On v^rifie qu'il en est ainsi pour les 
deux inlegrales ^i el ^a ; il suffit, pour y parvenir, de multiplier les deux 
termes de I'expression dc !^, par ^dn( — kcnt, et les deux lermes de 
I'expression de i^j par <jAat — iksnt. Les deux integrales i^, et i^j 
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joiiisscnt de la mgme propriele. On s'en assure en multiplianl les deux 
termes de Ja fraction 



^{mt-i-i5nl)(dnf-hi/tsnl)(dnt-h/icnt)' 



(/cln;— iksnfjidnt-l' kciU). 

On voit aussi que I'espression (i3) que nous avons trouvee poor 
1^) + !^^ correspond, d'apr^s la m^me loi, a I'espression de ^t-hKi, et. 
de mSme, I'expression {i4) de i^i — ^^ ^ celle de Ca — ^i- En eO'et, on 
trouvc, successivemenl 

(;a= )/{dnt-h /c<:nt}(cnt -h isnt) (dnt — iksnt), 
^3 = ^(dnl~]-/(cnC)(<:iit — i»ni){dnt-hi/csniy, 



el, par suite, 
(16) 



= /M'l"' + /fci.O(c' 



^ / -ijcntdnt- 
'V dnt- 



H-l) 



1 ^, — ^3= ^'i{dtit-hf:cni)(cntdm-hksn^t — i) 
(■7) j _, /^{^dnt + ksnU~i) 

\ "V dnt-kr.nt 

Ces deux dernieres formules demontrent la proposilion enonc^e. 

9. On en dtSduil line auU-e forme de I'inLogralc generale de I'eqiia- 
tion (12), savoir : 



(18) 



i/dnt—Zccni 



et I'on sail, d'apres la theorie g^n^rale des Equations differenlielles, que 
les deux formes (i5) et (18) ne peuvent ^tre distinctes. En verifiant leur 
identity, nous serons conduit a une forme remarquablemenl simple de 
I'int^grale generale. Considerons, par exemple, I'expression (i3) de 
!^i + ^4, ct ^crivons sous la forme 



- kdaCsn^t-hdat — knu'-tdat-^k^catssi^l — koi 
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348 SEcosnE cartie. — coNFEnENCEs et coumi-ni cations. — section in. 
En tenant comple cles relalions 

dii'i-H A'siis; = 1, sii=2 + ci(S; — I, 
nous trotivcrons 

el ceci nous permet de oonclide qne requatioo (la) admet I'inl^gralc 
particiili^re 

A« < + .!»<- 

L'expression (16) de 1^2+^3 ct ['expression (i3) dc ^1 4-Ci nedifferani 
I'lme de I'aiitrc que par le changeinenl de + ^ en — k, on irouvcra 



ce qui donne la niSme int^grale particuliere. 

Appliquons la mfinic melliode a ['expression (1.^) de Ci^ — ^i- Nous 
trouvons 



(■20) 



= i/cii ( (In^ t — kdntsn^t — dat~Acn^tint -1- /rSsn^ r en 2 + ken t 



et I'on trouverait de mSme, en vertii de (17), 



De la encore Tinl^grale parliculinre de forme simple 

^ cut — (Int. 

En resum^, la verification que nous venons de faire nons apprend 
qu'on peut ccrire I'inti^grale g^n^rale de I'equation (la) sous la forme 
simple 

3 = Av/cLi(-i-dn; + B/cni — dii;, 

A, B designant deux constanles arbitralres. 

10. Eofin, ie theoreme d'Abel sur les int^grales des fonctions alge- 
briqucs va nous permeltre de trouver rapidement une forme, un pen 
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moins simple, ii est vrai, de I'integrale gen^rale de I'cquation (12). 
Observons en efFet que, en vertu de la formule ( 10, § 5), I'ordonnee -/i 
d'nn point, mobile sur la cubique donnee, peiil s'exprimer comme il 
suil : 

lorsque I'abscisse ? dii nieme point est exprimee par la furranlc 

D'aiileurs, si I'on appelle ^, , ■t\i, ^2, '''{•1, ^sj f|3 ^es coordoiinces des 
points oil la cubique estcoupee par unc droitc mobile, et si I'on observe 
qu'uoe droite qui, primitivement, coincide avec I'axe des x peat fitve 
amende a telle position qii'oa voudra, par suite d'nn mouvement con- 
tinu; il resulte du th^oreme d'Abel que la somme 






est constante. Mais cette somme ne dllTSre que par un facteur constant 
de la somme suivante 



valeurs de f. qui 
o. 



Oi, 82, O3 designant les Irois valeurs de t qui riipondent a ^1= a, -/i := 0, 
? = ^, r, = o, et ^ = Y, -^ = o. 
Or, d'aprfis la formule (21), 



En outre, on a trouve 
el, d'apres cette formule, ^ sera egal a a si I'on a 



et, par consequent, 

0,= f' ^ ^J^ 

Soit done O2+ 03^= C; on aura constamment 
;i4- (i+ (3= G -Hmcu-i- nw'. 
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w, u' designant les p^riodes de la fonclion snf, qui appartiennent aussi 
aux fonctions ? et v), et m et n des entiers. Si, de plus, une droite esl 
tangente a la coarbe en un point repondant a la valeur t du paramfetre t, 
et si I'on d^signe par t la valeur de cet argument relative au point on 
cette tangente coupe la cubiquej IVgalile precedente deviendra 

De plus, on trouvera une int^graJe z de I'^quation proposee en snppo- 
sant que clans la formule 

z - a/P'-", 

dont nons avons fait usage au § 6, il y ait, enlre la fonction p et le coef- 
ficient angulaire m de la tangente k la cubique au point t, la relation 

Mais, en dcsignant par x ct y Ics coordonn^cs du point de contact de 
cette tangente, on trouvera 

,H, = ^ = '^"''-T) rf(5n-cciiTdnT) _ 
dx 2 sn-c cnn; cIqi d-z 

d'oi 

[irfz = — 3[i6;t = — ' (/log(sn^cn'LdnT). 
De la rint^grale suivanle ; 



qu'on pent transformer a 



l/" 



C - ; C — i, G - 



la constanl.e C elaot dcfitiie commc preccdcmmcnt, on, si Ton veul, par 
la forniule 

_ /■' du ri du 

H, Pour biea etablir I'ind^pendance de cette seconde m^thode, par 
rapport 4 la premiere, i! reste a deduire, du r^sitltat que nous venons 
d'elablir, une dcusieme integrate de I'equation (i^. . A cet elf et, rappc- 
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Ions que, si z-i est une int^grale particulicre de I'equation diff^rentielle 

la fonction Sa, deflisle par la formule 

en est une autre inl^grale. Ici nous Irouvons 

C desfgnant line constante arbitraire. Nous poiivons done adopter, pour 
dcusifeme int^grale particulicre, 

3,= 2i ST)!-:, OU 32= Sn^ — ^- 3i 

et, par suile, ecrire i'intograle generale Irouvee sous la. forme 



en dcsignant les deux constanLes arbitraires par A. cl par B. 
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UN NOUVEAU SYSTEME DE DEFINITIONS 

LA GEOMETRIE EUGLIDIENNE, 
1"',VK A. TADOA (Rosii:). 



1 . Etudes precedent es. 

La significalion de quelqiies-iins des symboles qii'on rencontre en G^o- 
metrie doit Stre presuppos6e, mfime si I'on presuppose celle des symboles 
qui appartiennent a la Logique pure ( ' ). 

Comme il y a de Varbttraii'e dans le choix des symboles non dejinis, 
it faui enoncer le systkme choisi ('). 



(1) Pi-esque toujours on identifie unecAose avecson nom (on dit, parexemple : 
Paris est une ville, et non Paris est le nom rf'une ville), une idie avec le syinhole 
(mot ou phrase, signe ou suite de signes) qui la reprSsente, \xafait avec \-a pro- 
position qui I'enonce ; \oila pouiquoi on peut se bomer S parler de symboles el 
de propositions. 

Puisque, en Geom^trie, d^Jinir un symbole signifie I'es^primer par i^autres 
dijd. consideres el d^montrer une proposition signifie la deduire d^autres dejd 
inoneSes, I'impossibilit^ de difirdr tons les symboles et de demontrer toutes les 
propositions est une consequence immediate de la signification donnee aux mots 
dijinir et demontrer. 

En ajoutant qu'il serait impossible de deflnir les symboles dont on fait usage en 
gtometrie, au moyen de ceux qui appaitlennent S la logique pure, nous avons 
affirme que la Geomdtrie est une theorie deductive pardcuUire, et non une 
branche de la Logique pure ; ce que d'ailleurs tout le monde acceple sans discus- 
sion, bien que. cette affirmaiion ne puisse pas Stre justifi^e et n'ait pas mfime une 
signification precise, si Ton n'^tablil prealablement les bornes de la Logique pure 
[ce que nous avons tSch^ de faire dans une autre etude : Essai d'une tMorie 
algebrique des nom.br es entiers, precddi i^ une Introduction logique dune thio- 
rie deductive quelconque (Bibliolheque du Congris international de Philo- 
sophic, Paris, Armand Colin, 1900, p. 3o9-365)]. 

(') La liberty relative du choix dont nous parlous est demontree suffisamment 
par cette mSme etude, 

a3 
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Nous citerons seulement trois geomHres qui se sont pr^occnpes de 
cetle question et qui ont reduit successivement le nombre des symbohs 
non difinis, au mojen desquela (et au mojen des symboles qui appar- 
lieaneulkiSilogique pure) on peut difinir Ions les autres symbofes('). 

D'abord, M. Pasch, qui en i?8a (^) a r^ussi & definir tous les aulres 
symboles, an moyen dc5 qnatre suivanls : 

1. point, 2. segment {dc droiie) (3), 

3. plan {'), 4. est superposable a. 

EiisiiiLe, M. Peano, qui en 1889 (^) a reussi k liiiimr plan, aumojen do 
point et segment, et qui en 1894 (*) rempla9a dans le systeme des sym- 
boles non d^iinis est superposable A par mouvement (') en r^duisanlce 

(') II n'est pas inutile de remarquer qu'on peut r6p6ter, a propos des proposi- 
tions et des dimortsiralions, tout ce que nous venons d'avancer au sujet des 
symboles el des definitions. [En effet : Parmi les propositions (definitions 
exceptees) qu'on rencontre en Geometrie, il j en a necessaireraent qui ne sonl pas 
dimontries, mfime en pvSsupposant celles qui appartiennent a la logique pure 
(axiomes). Comme il y a de raibitraire dans leur choix, il faut inoncer le syst&me 
choisi des propositions non. demontrees (postulats), au moyen desquelles (el 
au moyen des axiomes et des definitions) on peut demontrer toutes les autres 
propositions.]tAa\gr6 cetle frappante analogie entre leur i-6le, la preoccupation 
du choix des postulats est trfis ancienne, tandis que la preoccupation du choix des 
symboles non difinis est tout h fait moderne. Sans en donner une demonstration 
historique, qui nous semble superflue, nous en donnons une philologique, moins 
banale qu'elle peut parallre ; Pour remplacer la ^\trase proposition non demon- 
trie, il y a le mot postulat, mais on n'a pas encore invenle un mot pour rempla- 
cer la phrase symbole non difmi, car ceite phrase a ete employee si peu jusqu'S 
present, qu'on n'a pas trouv^ necessaire de I'abreger. 

(2) Vorlesungen ilber neaere Geoinetrie. Teuhner, Leipzig. 

(3) On doit donner au mot segment sa signification elementaire et non sa 
signification projective; par consequent, deux points sont toujours les extremes 
d'un seul segment, 

Si o et 6 sont des points distincts, au lieu de la figure continue a segment ab », 
on peut considirer d'abord (comme symbole non delini) la relation entre trois 
points 8 X est un point place enrre a et 6, u grSce & laquelle on peut donner 
cette definition : « segment ah » signifie « figure a laquelle appartiennent a, b ct 
tous les points ar qui sont places enire a tt b.i 

(') Mfime seulemenl/iarU'eyinte d'un plan. 

{') I principii di geometria, logicamente esposli. Bocca, Torino. 

(«) Sui fondamenti della geometria {Revite de MatkSmatiques, Turin). 

(') Au lieu de considerer VinfinitS des positions suocessives d'une figure en 
mouvement, il ne faut considerer que sa premiere et sa derniire position. 

Si a est wv point (ou une /^«re) et si m est un 
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svst.eme aus symboles : 

i. point, 2- sec[ment, 3. mouvement. 

EdIId, M. Pieri, r[ui en iS^yC) a i-cussi a definir segment, au moyen do 
point el mouvement. 

Par cons6quenl, tous les symboles gii^on rencontre dans la G^ome- 
Irie eucUdienne peuvent etre 'MJinis a Vaide de deux seals d'enire 
eux, savoir 

I. point, 2, mouvement (^). 

'i. Question. 

Mainlenanl, on peul se poser ceLte question : Pour simple que soil le 
syst&me de symboles non dijinis choisi par M. Fieri, est-ce qu'on ne 
pourrait en trouper un plus simple encore? 

II faut d'abord preciser celLe question, en litanl k la simplicity dont 
il s'agil son caraclere de relativite el de subjectivite. 

Chaque mouvement, selon MM. Peano el Fieri, est une fonction qui 
transformc d'une cerlaioe maniere les poinls en points. Or, pulsque : 



ma ce que devient le point (ou la figure) a apr^s le mouvement m.Ea d'autres 
lermes, il faut consid^rer chaque mouvement comme uii signe particuUer de 
fonction qui transforme \tfi points sn points. 

Le lien logiqiie entre le quatrieme symbole non difini de M. Pasch et \^-troi- 
sieme de M. Peano devient aioi's evident : on peut les dijinir I'ltn par ['autre, 
4 Vaide du premier seulement. 

En effet, lasignificaiion du symhole est superposable a iiani presuppos&e : « m est 
un mouvement o signifie a m esl un signe de fonction qui transforme chaque fig-ure 
en une figure qui est superposable a !a figure donnee n ; 

Et rtSdproquement, la signification du symbole /jioMcemen^ ^tant pr^supposee : 
si a et 6 sont des figures, alors « a esl superposable h. h » signifie : « il exists du 
moins nn mouvement ni tel que ma coVncide avee b y. 

(') Delia geometria elementare come sis(ema ipotetioo deduttivo {Memorie 
delta H. Ace. delle Science di Torino). 

(2J 11 parait que tout ce que je viens de rappeler est tres peu connu, car dans 
plusieurs ouvrages qui ont pour hut I'analyse des principes de la Geom^trie, on 
rencontre un nombre hien plus grand de symboles non definis. Voir, par esemple : 

Killing, Einflihrung in, die Grundlagen der Geometrie, 1898, 

HiLDEKT, Grundlagen der Geometrie, 1900, 

Enbiques, Qiiestioni riguardanli la geometria elementare, igoo, 

Ge qui, evidemment, n'cmpcche p;\s que ces ouvrages puisscnt ctre intcressants 
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i" le nombre des points distincls est infini ; a" il y a an moins un mouve- 
ment qui Iransforme un point donne en un autre point donnc; 3" deux 
mouvements qui transforment diff^remment le m^me pointsont distincls; 
on en deduit que le nombre des mouvements distiucts est infini; et, par 
consequent, mouvement est la classe h laquelle appartient un nombre 
infini de fonctions determinies (mouvements), et chacune de ces 
fonctions est une relation determin^e entre un nombre infini d'objets 
(points). 

Maintenanl, nous precisons notre question ; Apres afoir choisi 
comme primitif le synitoZe point, esl-ce qu' il ne suffirait pas dechoisir 
comme second symbole primitif une relation particulih-e entre un 
nombre fini de points? 

Nous nous proposons dc justifier k riponse affirmatii^e que nous 
croyons pouvoir donncr a cetle question. 

3, Introduction. 
Nos seuls s^mboles non dcfinis sont 

1. point, 2. est superposable a, 



avee cetLc reslriclion, pour le second, que nous ne le definissons pas 
dans le seul eas ou il est employe entre des couples de points('). 

Apres I'ouvrage cit6 de M. Fieri (n" 1), noire affirmation (n" 2) sera 
justifi^e lorsque nous aurons defini le mouvement, au moyen de nos sym- 
boles non definis, ce que nous allons faire dans le n" 4, en laissant de 
cot^ loute preoccupation didactique (^). 



(') Je dois avertir qu'it I'insu I'un de I'auire, M. Fieri et moi, nous avons eu en 
rafime temps la mSine idee. En efFet, M. Fieri, dans son etude Siir la Geomitrie 
envisagie comme un systdme purement logique (qui est un abrege de I'autre 
d^ja citee et qui fut communiquee au Congrfis international de Philosophie, par 
M. Goiiturat, le 3 aolll igoo, lorsque ma communication acEuelte 6tait d6jli pr6paree 
et annoncSe), enonce lapossibilite de definir tons les autres symboles gfiom^lriques 
au moyen des deux que j'ai choisis comme non definis, tout en ajoutant que la 
complication excessive k laquelle lui semble donner origine le developpement de 
ce systeme lui donne le d^sir d'entreprendre de nouvelles etudes a ce sujet, avani 
d'en ^noncer les premiers resultats. 

(2) II est presque inutile de remarquer que, si Ton enongait tout de suite cette 
difinition: mouvement signifie iila classe a laquelle appartient toutc fonclion m 
telle que i" si x est un point, mxtsi aussi un point; a° queis que soient les points ic 
el yy le couple {mx,iny) est superposable au couple (a;, j) n, on pourrait en 
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Comme aujourd'hui nous ne voulons pas nons occuper des poslulats, 
nous supposons en avoir construit uii syst&me dans lequel soient 
enonc^es quelques proprietes de nos symboles non difinis, suffisantes 
pour en deduire toutes les autres proprietes de ces symboles el des 
autres qui, par Jeur iiiojen, seront difinis ('). 

Pour abreger nous ecrifons : 

Def au lieu de definition, 
figure >i ensemble depoints, 

^ » est superposahle A, 

(a, b) 1) couple form^ par les objets a el b. 

^. Definition de «■ mouTement «. 
Def I. — Sl« el ;- soul des points di-stlncLs (2 ), 
droit e a b 

diduire que « la. syniStrie par rapport a uii plan arbiiraire est un mouveinentii ; 
et alors le mot inoupement n'aurait plus sa signification ordinaire [taodis qu'il 
I'a conservee dans Touvj-age cite de M. Fieri, aussi bien que dans I'autre de 
M. Peano (n°l)]. 

(I) II est done bien entendu que, si aujourd'hui nous nous occupons seulement 
des symboles non dejinis el des difmitions, ce n'est pas que nous croyons pouvoir 
nous passer de/tOJ(i(/aiJ. 

Mais la desinvolture avec laquelle nous supposons avoir construit un sysiime 
de postulats, sans nous donner la peine de le construii-e.effectivement, pent sembler 
bien commode et peut-Stre escessive. Nous esp^rona qu'une remarque, bien simple 
d'ailleurs, sera suffisanie pour nous justifier. 

Si (apres avoir choisi un syst^me de symboles non definis el un systSme de pos- 
lulats) on veut changer le systirne de symboles non difinis, il n'est, pas nices- 
sairede changer le syst&ms de postulats (tout au plus, on pourrait les transcrire, 
en remplacant les anciens symboles non difinis par leur signification exprim^e 
au moyen des nouveaiuc; mais il paraii que cela mSme ne soit pas absoiument 
necessaire, car il n'y a peut-Stre pas un seul livre de Geometrie dont les poslulats 
soient ^nonces sans faire usage expHcite de quelques symboles difinis). 

Done, pourvu que quelqu'un ait construit un systems aeceptabJe de poslulats 
pour la Geometrie euclidienne, on pourra se servir de ce systeme, sans se preoc- 
cuper de la diversite des system es de symboles non definis. 

I}) ojp el J sont des points coincidents -a sigiiifle o s; est un point el^ esl le mime 
point 1) ; « arei^sont despointsdtsitrtciio signifie; oarest un point et^ esluw autre 
point «. Par consequent, quoique les mots coincidents et dislincts soient employes 
presque exclusivement en Geomitrie, les idees qu'ils repr^senteni apparliennent k 
ia Logique pure aussi bien que cellcs representees par les phrases le mime el un 
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signifie : « figure a laquelle appartient chaqiie point x, tei qu'll n'existe 
aiicun poifit_j', distinct de x, qui verifie simuUanement les conditions 
ia,x)^(a,ar) el (b,y)^{b,x). >. 
Def 11. — Quels que soienl les points a et &, 
centre de {a, b) 
signifie : n point X tel que 

et qu'il n'existe aucun point y, distinct de x, qui vcrifie simuUanement 
les conditions 

{a.,y)^{a,a:) et {b,j]-^{b, x). (■). 

Def 111. — 

I est une translation 

signifie : nquel qucsoit le points, (arestaussi an point; et quels que soient 
les points a; et ^, le centre de {x^ty) {Def II) est aussi le centre 
de {tx,y) «. 

Def IV- ^ Si (! et 6 sont des points distinct s, 

/■ est uiic rotation aatour de (a, 6) 
signifie : 

i" Quel que soit le point a;, ?-x est aussi un point ; 

a" Quels que soient les points x ei y., {/•x,ry)^ {x^y); 

3° ra ct rb coincident respeclivement avec a et t; 

4° Si un point x, qui n'apparlient pas k la droite ab {Def I) coincide 
avec /'a:, tout pointy coincide avec ry » (^). 



('} On poQiraii remplacer la Def II par les suivantes ; 

Def IT. — Quel que soit le point o « centre de (a, a) o signifie a\ 

Def W . — Si n et 6 sont des points distincts « centre de {a, b) » signifie ; 
« points^, de la droite ab {Def I), tel que (a,a!j~(s!, f/} a. 

Les postulats (n° 3) doivent inoncer, ou permettre de deduire, Vexistence et 
Yunicite du point ,r considere dans la Def 11° et doivent permettre aussi de 
diduire la Def IF de la Def II. 

(*) Voyons si un r qui salisfait aus conditions enoncees dans cette Def pourrait. 
ne pas etre une rotation autour de {a, 6), selon I'acceptCon ordinaire de eette 
phrase. AprSs les conditions i°, 2°, 3°, on pourrait encore supposer que r soit une 
symetrie par rappoi't & un plan determine, par exemple d, auquel appartiendraient 
ies points a et b; mais alors, si x etait un point appartenaut au plan u et noii a 
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Dcf V. — S'l a esl iin point, 

/■ esl une rotation antour de a 

sigiiifie : ii on peul determiner des points b cl c distincts de a, nnc rota- 
tion /■' aulonr de (a, b) {Def IV) et une rotation r" aatour de (a, c), de 
mani^re que, si ^esl un point qnelconque, rx coincide avec t"{r'x) » ('). 

Def VI. ~ 

in eit un mouvenient 

signifie : « on peut determiner une translation t {Def III), un point a et 
noe rotation /■ autour de a {Def V), de mani^re que, si a: esl un point 
qnelconque, mx coincide avec r{tx) i> (^). 



la droilo at/, el si j etail un point n'apparlcnanl pas au plan n, x coinciderait 
avec rx, tandis que y serail dislincl de ry, ce qui serait en contradiclion avec la 
condition 4". 

Par suite, moyennant la Def IV, la phrase definie « r est une rotation autour 
de {a, b) B acquiert exactemeni sa signification ordinaire. 

(') Soil r une rotation autour de a, selon I'acception ordinaire de cette phrase; 
alors ra coincide avec a. 

S'il y a UD pointy distinct de a qui coincide avec ry, on aura rempli les con- 
ditions enoncees dans la Def V, en identifiant b avtcy, r' avec r, c avec un point 
quelconque et r" avec une transformation identique (dans noire cas, rotation 
nulle ou, ce qui est la mime chose a notre point de vue, tour complet). 

Si aucun point j distinct de a ne coincide avec ry, on pourra reniplir aise- 
ment les conditions enoncees dans la Def V, en choisissant A el r' de maniSre 
que pour un certain point y, quelconque maisdistinct de a, ry coincide avec ry 
[par exemple, soil b le centre de (y, ry) et soil r'un demi tour], en identifiant c 
avec ry el en choisissant r" de mani^re que pour un certain point z, quelconque 
mais n'appartenant pas a la droite ay, /■'"{r'z) coincide avec rz [ce qui est bien 
possible car puisque 

{a, r's) ^ (a, z)^{a, r z) cl (r'y, r' z) s (y, z) -^{ry, rz). 

Ton a 

{a,rz)~{a,rz) et {c, r' z ) ^{o, r^)]. 

Apres quoi, puisque a. y, z n'appartiennenl pas h. une mSme droile et puisque 
ra, ry, rz coincident respective m en t avec r"(/-'a),r° (r'y), r" ( i-'s), si a: est un 
point quelconque, ra: coincide aussi avec r'( r'x). 

(2) Soil m un mouVement, selon I'acception ordinaire de ce mot, 

S'il y a un point y, qui coincide avec my, on aura rempli les conditions Enon- 
cees dans la Def VI, en identifianl / avec une transformation identique (trans- 
lation nulle), a a\ecy, r avec m. 

Si aucun point _y ne coincide avec my, on pourra remplir aisi5mcnt les con- 
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5. Essai d'autres definitions. 

Mainlenant que nous avons accompli notre iSche (n" 4) en laissant de 
c6t^ toule preoccupation didactique (n" !J), nous desirons faire reniar- 
qaer la possibilite d'employer notre systeme desymbolesnon d^Jinis (n"3), 
ni^me dans Venseignement elemenlairc. 

Natiirellemenlilfaodra modifier nn pen la definition A% mouvement ('); 
d'abord, on pourra definir d'autres symboles et endevelopper Ja tiniorie 
an moyen de postulats (n" 3). 

Nons donnerons ici un petit essai de ces definitions. 

Def I. — (La Def I du n" A. ) 

DefU. — (h&De/n" enoncie danaU note a\a Ve/ II dii n° 4.) 

Dans toutes les /)ey suivanles, il est sous-entendu que a et b son! des 
points distincts. 

Be/ III. — 

surface spherique qui a pour centre « et qui passe par h 

signlfie : n figure a laqucllc apparticnt tout point x tel que 

De/IV. — 

surface splierigue qui a pour poles a et b 

signifie ; « surface splierique qui a. pour centre le centre de {a, b) [Def If) 
et qui passe par b {Def III) ». 

Def V. — Si c ct ^ sont des points distincts de la droiic ab {Def IV), 

(c, d) n'entrelace pas (n, b) (^) 



ditions ^noiic^es dans la Def VI, en choisissanl ( de mani^re que, poor un certain 
point quelconque_7, ty coincide avec 7ny, en idenlifianl a avec my et en choisis- 
saot r de maniSre que, si u est un certain point quelconque distinct de j' et c est 
un certain point quelconque n'appartenant pas a la droite yu, r{tu) et r{lv) 
coincident respectivemeut avec mu et mv. 

{') Et I'on pourra mSme se passer complStement de ce symbole, en d^finissant 
Ja relation est superposable & entre Asi figures queloonqwes. 

(2) Pour eviter toute ambiguite, nous avons remplace par n'entrelace pas la 
phrase, habituelle en Geometrie projective, ne sdpare pas; car, si par exemple 
les points considcriis se suivent dans I'ordre a, c, li, b, il nous semble que I'^nonce 
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signifie ; i( la surface spheriqiie qui a pourpfiles ael b {Def IV) n'a aiicun 
point commiin avec la surface spherlqiie qui a pour pofes c el d ». 

Def VI. - 

c est im point placS entre a et b 

signifie : u Si a; est le centre de («, h') {Def II), c coincide avec x ou est 
«n point de la droile ab [Def 1) tel que {c, x) n'entrelace pas {a,b) 
(DefV).. 

Def VII. - 

segment a h 

signifie : a fig^ure a laquelle appailicnneiit «, b et tout point plac^ entre 
a f^i b {Def VI) ». 

Def VIII. — 

prolongement A6 ab {') 

signifie : *< figure a laquelle appartieiit tout point x tel que b soit place 
enlre a el x {Def VI) ». 

Def 1 jr. - 

rayon ah {^) 

signifie : « figure k laquelle appartient tout point rlu segment ab 
{Def VII) etdu prolongeinent de ah {Def VIII) » ( = ). 

Def jr. — Si c et d sont dos points dislincts do la droite ab {Def f), 
d suit c comme h suit a 
signifie : (( le prolongement de ab {Def VIII) contient le prolongement 
de Ci^, oil celui-ci contient celui-la u. 

Def Jl. — 

synietrique de <i par rapport a h 

signifie : « point x tet que b est le centre de {a, x) {Def II) ». 

a (c, d) n'entrelace pas {a, b) » soit plus proclie du langage ordinaire que I'autre 
(c, d) ne separe pas (a, b). 

(1) Nous abregeons ainsi Ja plirase trO|) longue n pioIongtHieiit du segment ab 
du c6t^ de b r>. 

(') Nous abregeons ainsi la phrase trop longue ii rayon qui sort de a et qui 
passe par b n. 

(2) Ou, en se rapportant directement a la Def VI, « figure a laquelle appartient 
chaque point a: tel qu'il esiste au moiiis un point / tel que 6 el a: soient plae^s 
entre a Ety(Da/ VI) i>. 
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Dans loiites les ^e/suivaiiLcs, il est soas-cntendu que c est un point 
n'apparlenant pas a la droile ab {De/ I). 

DefXn. ~ 

{a, b) est perpendiculaire a (6, o) 

signifie : « b est ini poinl de la surface sph^riqiie qui a pour poles a el c 
{DefIV),>. 

DefXm. — Si ^ est un point distinct dec, 

(c, d) est parallelea(«, /)) 

signifie : (de sjim^trique de « par rapport an centre de (ii, c) {l}efII,Xl) 
est un point de ia droite cd [Def I) ». 

DefXlV.— 

X est un point interieur au triangle abc 



signifie : « x est un point distinct de a et il y a un pointdo prolongement 
de ax {Def VIII) qui est placd cntrc 6 el c {Def VI) ». 

Def XV. - 

m est un point interieur a Tangle abc {') 

signifie ; h x est un poinl distinct de 6 et il y a un point du rajon bx 
(Z'^//J')qui eslplac^ entre a et c {i?e/ K/) >. . 



Def AX I. 

plan abc 



signifie : « figure a laquelle apparlient tout point x tel qu'il n'exisle 
aucuii point y, distinct de x, qui verifie simultangmenl les conditions 

ia,j)-^(a,x), (b,y)^(b,cr), {c,y) ^ {c, x) ,^. 



L'essai de ZJe/que nous venous de donner nous semble suffisant a 
prouver la possibilile d'adoplcr notre methode, menie dans I'enseigne- 
ment clcmenlaire. 
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On remarquera I'analogie parfaite (jui cxistc enlre les Def 1 et XVI 
des deux figures fond amen tales droite el plan, et ]a passibilite dedefinir 
le plan imm^diatement apres la droite {') ou de differer la Def (in. plan, 
ains! que nous avons fait, pour definir auparavant les relations de pei'pen- 
dicularite el de paralMUsme enlre couples de points (ou droites), 
qui ii'en dependent pas n 



(') Lai>^/.ri'/iiepresui.pos 
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SECTION IV. -' MECANIQUE. 



REMARQUES SUR LE CALCUL 

PERTURBATIONS SPECIALES DES PETITES PLANETES, 

Par Jean BOCCARBJ, a Caianta. 



Je n'ai pas rinLeotion de proposer quelqiie modification a la iheorie 
des perturbations speciales qu'^proaveiiiles petites plan^tes, mais seule- 
ment de donner aiix calciilaleiirs d'orbites quelques conseJls, dont I'ex- 
p^rience m'a montr^ I'utilile pratique {'). Je n'allirerai votre bienveillante 
attention que pendant quelques minutes. 

Tout le monde connait les trois m^thodes pour le calcul des pertur- 
bations speciales par quadratures m^caniques, c'est-a-dire : la m^thode 
d'Encke, celle de Hansen-Tietjen et celle de la variation des constantes. 
Evidemment chacune de ces methodes presenle des avantages, mais 
comme je me suis plac^ sur le terrain de la pratique, pour ce qui concerne 
les petites plan&tes, je crois pouvoir affirmer que la veritable m^thode a 
suivre est celle de la variation des dements. 

La ra^lhode d'Encke est tres utile lorsqu'il s'aglt de calculer les pertur- 
bations pour un court laps de temps, ce qui fait qu'elle est tout indiqii^e 
pour les com^tes; mais pour suivre une plan^te pendant plusieurs oppo- 
sitions, elle n'est plus suffisammenl exacte, et d'ailleurs, il est difficile de 
reconnaitre les fautes de calcul qui s'j seraient glissees, el qa'il n'est pas 
facile d'^viter. 

La methode de Hansen-Tietjen dans laquelle on emploie les coordonn^es 
polaires, elegante pour I'enseignement et commode pour les calculs, pre- 
sente aussi des inconv^nients d6s qu'il s'agit d'etendre le calcul a un long 

(I) Dans (juelques mois, cent ans se seront ^coales depuis I'Spoque oCi Piazzi 
decouviait Ceres, la premiere des petites plan^tes; puisse cette Communication 
Sire un faible hommage a la memoire de mon illustre compatriote! 
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laps de temps. La methode de Lagrange, trfes simple dans son exposi- 
tion, facile pour les calcols, se pr^te tr^s bien aux verifications, ce qui 
fait que, tout en exigeant des calculs un pen pins longs que les deux 
autres m^thodes, en definitive elle nous conduit pins rapidement an but 
propos6. D^s qu'on a delerminii nne premiere orbite d'une petite plan^te 
an moyen des observations d'une opposition, on a besoin de calculer les 
perturbations jnsqu'i I'opposition suivante, afin de pouvoir degager les 
observations, et ainsi corriger les ^l^ments primitifs ('). On voit qu'il 
n'est aucunemenl necessaire d'oaculer a nne date inlermediaire enlre la 
premiere ei la seconde opposition, ces planetes n'^Lant obsecvees qu'aux 
environs des oppositions, c'est-a-dire pendant un mois, et dans ce court 
intervalle I'effet des perturbations 6tant presque nut. Par consequent, on 
pent s'epargner d'addilionner les diffiSrentielles de proche en prociie, 
coinme si on voulail osculer pour cbacnne des dates iniermediaires. II est 
peul-^lre utile d'avoir egard a la presence de ia Lune sur I'liorizon, afm 
que I'osculation ait lieu a une ^poque a laquelle les observations pourront 
se faire plus facilement. 

Pour ce qui concerne la raise en train des calculs, on recommande 
g^n^ralement de se servir des Tables publiees par Tietjen {Veroffeiitli- 
chungen des Bechen-Inslituis zu Berlin, n"!) qui pennettentdededuire 
de I'anomalie moyenne M I'anomalie v, sans passer par I'anomalie escen- 
trique E. Ces tables, assez compliquees, d'ailleurs, donnent les anomalies 
vraies a a"ou 3"pres, ce qui est plus que suffisant pour le calcul des per- 
turbations, qui se fait a 5, on m^me parfois a 4 decimales. Cependant, si 
j'osais exprimer mon opinion, je dirais qne les Tables de Tietjen sont tr^s 
avantageuses lorsqu'il s'agit de trouver I'anomafie vraie ponr quelque 
lieu isol^; mais des qu'il s'agil d'une s^rie de liens, comme il arrive dans 
le calcul des perinrbattons sp^ciaies, il est plus pratique de calculer 
toutes les E et de passer tout de suite aux v par les formnles connues 
M = E — 5" sin E, r sin i^ = a cos o sin E, r cosy = «( cosE — sin ?). 

(1) CerUins astronomes, je !e sais, se contentent d'une orbite approcbee, 
qui, loin de coincider avec tous les lieux observes durant une revolution entiSre 
de I'asire, ne fait que les toucher h. peu pves. lis negligent tolalement les pertur- 
bations, parce qu'ils comptent sur une compensation sei'ieuse. A mon avis, ce 
n'est la qu'un palliatif ; on veut eviter de longs calculs ; mais ce precede ne pour- 
rait pas suffire pour un long laps de temps. Pour que les planStes ne nous 
ecbappent pas, il faut enflu calculer, au moins, les perturbations gin^rales, avec 
les m^lhodes de Gjlden, qui exigent une oi'biie exacte. Done, il vaut mieus, je 
pense, calculer les perturbations et represonter exactemcnt Ic3 lieiix dfis les pre- 
mieres oppositions. 
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en emplojanl les iogarithmes d'addition la oii il y a lien. II n'y a que 5es 
deux premieres valeurs de E r^pondant aiix deux premieiix lieus de la 
serie, qui exigent quelque tjltonnemenl, mais ensuile, en formanl les 
differences des diff^rents ordres, on oblient imm^diatement des valeurs 
tr^s approcL^es de E. On peutfarre cecalculavec6decimales ens'arrgianl 
cependant jk la seconde ronde ou Men ^ 5 decimales en allant juscju'aus 
centi^mes de niinule. 11 est vrai que qnelquefois on calcnie les pertur- 
bations de 80 en 80 joui-s pour Saturne, et alors les differences premiere, 
seconde, troisieme des E ne suffisent pas pour obtenir nne valeur 
approchee des E suivantes ; mals comme on doit calculer aussi les pertur- 
bations par Faction de Jupiter, on le calcul se fait tout au plus de 40 en 
40 jours, on voil qu'alors la marche des differences est tres reguliere. 
L'avanlage principal de ce calcul des c, en passant par les E, est qu'alors 
on possfede toules les qnanlites dependant des elements de la plan^te 
pertiirhee, dont on a besoin dans le calcul des deriv^es des elements, 
c'est-a-dire : u = ii -\-w, r, sin c, cos c, cos E. Tandis qu'en se servant 
des Tables de Tietjen, apres avoir obtenu c, il faut calculer r par la 



Ensnite, comme pour obtenir la derivee de I'excentrlcite par rapporl 
k la composanle tangentielle S, on a besoin dc cos E, puisque 



(Y:S)=«cos^(.os.^ 
1 es^t oblige de le calculer par 



On poiiri all plus simplement determiner cos E par la lormulc 

en caSculant cos E a vue, apres avoir Iroave sinE. Or, si I'on a egard a 
tons ces calculs suppl<5menlaires, on doit convenir qu'il est plus simple 
de calculer les v en passant par les E. 

Pour la meme raison je ne conseille pas de calculer les c en les deve- 
loppant en sSrie : 

— (-f)""'-(^-a")'— 

quoique pour les planetes k faible excentncile, celte meihode soit assez 
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rapide ct sunisamment commode, parce qu'on petit, dans toutes les 
aiinees, se servir des monies valenrs des coefficieiils entre parentheses, 
attendu que les perturbations n'alt^renl pas beaucoiip I'excentricit^. II 
reste toujours a calculer les autres quantit^s auxiliaires. Afin d'eviter les 
iStonnenients dans le calcnl des anomalies excenlricjues, on pent avoir 
recours anx Tables donnees par M. Callandreau {Bulletin astr., 
oclolire i8S5) ou bien a celies plus ^lendues pnbli^es par J.-J. Astrand 
(^Hillfslafeln zur leichten und genauenAufiosungs des Kepler' schen 
Problems ; Leipzig, 1890), Do reste, lorsqu'on a calculd les perturbations 
pour une revolution enti^re de la plan^te, on a d^jik des valeurs appro- 
chSes des E pour tous les points de I'orbite, I'effet des perturbations 
n'etant pas bien sensible siir i'excentricit^. 

Pour ce qui est des intervalles dans lesquels on partage le temps d'une 
osculation it I'autre, on adopte ordinairement 4© jours pour Jupiter. 
Gependant je pense qu'avanl d'adopter ces intervalles il convient de 
s'assurer que ies valours diff^rentielles soient assez petiles, autremenl on 
s'expose a des erreurs de plusieurs secondes sur les inlegrales. Pour 
reconnaitre a I'avance si les perturbations seront considerables, on doit 
avoir egard a la position relative de la petite plan^te et de Jupiter. 
Lorsque ces deux planetes sont en conjonction, les differenlielles 
relatives au perilielie ponr des p^riodes de 4o jours atteignent quelque- 
fois 120". Dans ces conditions, il est presqiie indispensable d'adopter 
des periodes de 20 jours. Voici iin exemple. Ajant calcule les pertur- 
bations par Taction de Jupiter sur la plan^te (347) Mariana, avec des 
periodes de 4o jours, du i5 mars 1898 au 8 juillet 1899, j'avais obtenu 

riL = + ]'2i'',87, f 1^7-.= — 11' 14", JO, r4ji = -l-o', 57284. 

La distance de Jupiter a Pariana varic ontrc ^,80 ot 2,59 ct ia 
distance 6 — etant = 1 . 

Or, en avril 1898, Jupiter el Pariana avaieut ete en conjonction avec 
une distance minimum de 3,26. 

Ceci m'amena a recatculer les perturbations avec des intervalles de 
20 jours. J'oblins alors : 

/iL.^,-,8-,M8, /a, = -„',,-,4H, /», = + .-.M4o. 

Done le premier calcul, en prenant des periodes de 4" joi'i'Si me 
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donnait vine errenr de — 3",985 sur I'anomalie moyeiine do 8 jnUlet. 
Gel.le erreur se reportait enli^remenL sur le lieu g^ocentrique. 

On se con^aincra facilemenl que dans bien des cas, surtoiit pour des 
planfeles plus rapprochees de Jupiter — ■ car Pariana a im inouvement 
raoyen assez fort, — on se convaincra, dis-je, que i'erreur pourra aLtein- 
dre 10" sur i'anomalie moyenne, et croitre encore lorsqu'on passe aux 
positions geocentriques. Et alors, le mpjen de bien repr^senter un lieu 
avec des erreurs pareilles sur les perturbations? 

Je passe k une autre reraarque de quelque importance, c'est-a-dirc 
qu'il n'est pas toujours exact de n^gliger les perturbations de la part de 
Mars, comme tout a fail insigniliantes. Ceci pent ^tre legitime pour les 
plan^les ayanl un faible mouvement moyen; mais, d^s que celui-ci a 
d^passe 900", on ne peut pins dire a prioi'i que Taction de Mars soil 
n^gligeable. Je prends comme example la planete Monachia (428), dont 
le mouvement moyen est de 1009", Ponr me former nne id^e exacte de 
ce que ponvaienl donner les perturbations de la part de Mars sur cette 
plan^le, j'ai en la patience d'en faire le calcul avec des periodes de 
10 jours, d(i 19 avril 1S99 au 7 Janvier 1901 . On comprend que, allendu 
la petitesse des perturbations, j'aie pn garder toujours les mgmes elements 
dans tout ce calcul. Voici la disposition que j'ai adoptee pour le calcul 
des composantes de la force perturbatrice. A premiere vue, elle parail un 
pen pins Jongue que celle donnee par M. Bochholz dans Theoretische 
Astronomic de KHnkerfues; mais c'est qu'il supprime des calculs, en 
supposant qu'on les fasse mentalemenl. Cela n'esl pas trop difficile en 
calculant a 4 d^cimales, comme il le fait; mais tout le monde nc reussit 
pas a le faire en calculant avec 5 figures. 

A la v^rite, les differenlielles relativement a Mars etaient minimes, on 
les dirail des inrinlment pctits ; et cependant, lorsqu'on integre du 
19 avril 1899 au i3 jnin 1900, on obtient : 



/aL=^,-,.85, /A.^-,^^ 



cc qui fait + 2",684 sur ranomalic moyenne. Et dire que j'ai adopte 
pour Mars 3^75-5-5^, la plus petite qui ait ete proposec ! Au fond, a", 684 
ne sontpas grand'chose; mais nous, qui tenons comple des milliSmes de 
seconde dans les lermes 6iev^s des formules de quadratures, nous ne 
devrions pas les negliger, 

Je termine en exprimant quelques desiderata relativement aux calculs 
et anx observations des petiles planetes. Mon premier vceu serait qu'on 
nous donnat des Tables de logarilhmes ne laissant rien a desirer pour les 
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calculs d'orbites. Cerlaincment, on compte par centaines les Tables de 
logarilhmes, et il y en a qai, sous certains rapports, sont esceilentes, et 
cependant jc peose qu'il n'y en a pas qui r^pondent k tons les desiderata 
des calculaleurs. Pour les calculs d'orbtles, ^videminent, les meilleiires 
Tables sont celles k 6 d^cimales de Bremiker, revues par Albreclil. Leiir 
disposition est tr^s heureuse; le calcul des parlies j^roportionnelles se 
fait k vue tres facilement, Cependant ces Tables ne me paraissent pas 
esceilentes sous tous les rapports. Et d'abord, les Tables des logarithmes 
d'addition el de soustraction, plac^es a la fin du vohime, ne sont pas 
aussl bien disposees que celles de Zecb a -j decimales. Dans celles-ci, on 
retranche toujours le logarilhme du noinbre plus faible de celui du 
iiombre plus fort, et i'on fait ensuite I'addiiion ou la soustraclion du 
nombre donn4 par les Tables, avecie nombre plus fort. L'addition se fail 
pour avoir le logaritlime de la somme, la soustraction pour celui de la 
difference. On voit que ce precede esl trSs r^gulier. Celte mani^re de 
calculer esl trfes commode el il esl presque impossible de se tromper, 
surtout si I'on a soin de marquer au crayon bleu, dans la serie des dates, 
les endrolls oil il j a un ciiangement d'op6ration. Au cootralre, avec les 
Tables de Bremiker, lantflt on doit retranciier le logaritlime plus faibte d« 
plus fort, lantflt on doit faire le contraire, 

Je pense aussi qu'on ferait bien de donnerune disposition plus com- 
mode a la Table de Bremiker, pour la conversion des parties de I'equatenr 
en beures, minutes et secondes, el reciproguemenl. La disposition des 
Tables correspondanies de la Connaissance des Temps est Ir^s com- 
mode. II manque aussi au ilecueil de Bremiker une Table donnant la 
valeur, en secondes d'arc, des minutes de i a 60 et des degres de 1" 
a 36o°. Cette Table serail tr&s utile pour le calcul de I'anomalie moyenne 
des planetes d'une opposition aux suivanles ; on la trouvedans les Tables 
a 5 decimales de Becker. Enfin, pour quelcRecueil de Bremiker devienne 
le manuel du calculateur d'orbites, le dispensaof. de tenir trois ou quaire 
volumes differenls sur son bureau, je pense qu'on ferait bien d'y ajouter 
un recueil des principales formules relativement aux calculs d'orbites, et 
une Table, pas tres elendue cependant, permetlant d'oblenir, pour des 
escentricil^s differentes, une valeur approchee de I'anomalie excenlrique 
rcpondant a une anomalie moyenne donnee. Le volume ne deviendrait 
pas beaucoup plus gros, mais il serait en revancbe le vade-mecum dii 
calculateur d'orbites. 

Les Tables de Becker i 5 decimales sont esceilentes par leur dispo- 
sition et par les Tables de logaritbmes d'addition ou de soiislrycllon, 
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sembiables a celles de Zech. Elles ne laissent rien a desirer pour les 
calculs a cinq figures. Je remarque seiilement qu'il y manque, an has des 
Tables des logarithmes des notnbres, les expressions en degr^s et minuLes 
des nombres correspoudant aus logarilhmes. Ces Tables seraient lUiles 
lorsqir'on r^sout, par tStonnements, I'eqnalion de Kepler, qnand on 
calcule a 5 d^cimales des ^ph^m^rides des planeies, ce qui se fait assez 
souvent, par exemple pour les Gendkerte Oppositions-Ephemeriden <lii 
Rechen-Inslitut. 

Enfin les Tables de Scbron sont excellentes ; cependanl le calcul des 
sinus et des langentes pour les arcs de o" a 6° ne s'j fail pas comtnod^- 
menl. Sous ce rapport, les Tables de Bruhns sont pr^f^rables. 

Un autre desideratum serait C|ue dans le Tableau abr6g6 des coordon- 
n^es heliocenlriques des grosses planSles, deslin^ au calcul des perturba- 
tions et donn6 par la Connaissance des Temps et par le Berliner 
Jahrbiich, au lieu de donner les coordonn^es susdites pour o heure 
on les dounSl pour la heures. On sait en efiet que les ^ph^m^rides des 
planetes secaiculentpour minuit mojen etque, ordinairement, I'anomalie 
moyenne pour la date de I'osculatioii est doon^e aussi pour minuit ; 
tandis que, dans le calcul des perturbations, on doil prendre les anomalies 
a o lieure, afin qu'elles correspondent aux dales des coordonnees li61io- 
ceniriques. Cela estassez souvent une cause d'erreiir. 

Enfin, mon dernier vceu serait que les aslronomes observateurs don- 
nassent un pen plus de place aus observations des petites planeies. 
Souvent, aprfes avoir Eravaill^ beaucoup a corriger une orbile et a donner 
une epKemiJride pour I'opposition, on a la douleor d'apprendre que la 
planiile n'a pas ete observ^e, parce qu'elle n'a pas el6 cherch^e. El 
cependanl il y a deux cents equatoriaux qui sont dirigesvers le ciel toules 
ies fois que r^lal de I'almospbere le permel! Peul-6tre ferail-on mieux 
d'observer moins souvent les anciennes petites planeies, C6r&s, Pallas, 
Vesta, dont la ih^orie est faile depuis irente ou quarante ans; il reslerail 
alors du lemps pour I'observation des planfetes recentes. 

Voila, Messieurs, les vfcux que j'ose esprimer devant IcsMailres de la 
Science, afin qu'on vienne en aide aux. esprits doot on peut dire que leur 
verre n'est pas grand. 
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EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES 

A CARACTERISTIQUES REELLES, 
Par M. .). HADAMARD (Paris). 



Dans I'^tude des Equations aux d^rivees parlielles dn second ordre, le 
cas des equations a caract^risliques r^elles se pr^seote au premier abord 
comme enli^remenl different de celui des caracteristiqiies imaginaires. Les 
conditions aux limiles par lesquelles se determine une solution mani- 
festent une opposition parfaitemeot tranch^e, les solutions des equations 
a caracleristiques reelles se determinant par le probleme de Caucliy, 
tandis que ce dernier est, en general, impossible pour les equations tk 
caract^ristiques imag;inaires ('). 

J'ai 6t6 conduit, non pas a nier celte opposiiion, mais k !a considerer 
comme beaucoup moins absolue que je viens de le dire. A beaucoup 
de points de vue, les probl^ines relatifs aus equations k caracti^ristiques 
reelles doiveni 6tre envisages comme des probl^mes mixtes, offrant des 
caracteres interm^diaires entre ceux qu'on leur reconnait habituellement 
et ceux des Equations a caracteristiques imaginaires:. 

Prenons pour exemple I'^quation —--f~ = «-iV. II est classique que, 



{') Dans le cas particulier de I'^qualion de Laplace, ce probleme conduirait a se 
doiiLier, pour ^ = o, les Yaleurs de V et de — ■ On peut se dematider, V etant tout 

d'abord donne (pour 37 = 0), coinment il faut choisirles yafeurs de --— pour que le 

probleme soit possible. Cette question n'olTi'e aucuiie difficulte : on irouve que t- 
doii Stre ^gal fi la d^vivee normale du potentiel d'une double couche d'dpais- 
seur — , augment^ d'une fonclion analjtique quelconque. 
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pour cetle Equation, le probUme de Caiichy est possible eE determine 
lorsqiie la muUiplicile iniliale est t = o. Mais il n'en est pas de m&me 
si I'on preiid, pour multiplicite initiate, la maltiplicile a; = o, si I'oa 
se donne, par consequent, pour ^.■:=o, les valciirs de V ct ^^-j-- En 
effel, supposons, en parliculier, cjtie ces valeurs soient indSpendantes de t ; 
alors, ou bien la solution sera indelerminee (ce qui est pen probable, bien 
quejen'aie pule demonlrer rigoureusement jusqu'ici) (' ), on bien eile sera 
uniqne et alors ind^pendante de t. Mais, dans ces conditions, I'^quation 
dono^e se reduit^ iV^ o etnous savons qu'alors le problems de Cauchy 
n^est pas possible en general. 

L'equation pri5c^denle est celle du son. Lorsqu'tl s'agil d'une atmo- 
sphere enlifirement illimitee, sans la presence d'aucun solide, et qu on 
donne la position et les vltesses iniliales des difF^rents points, le probl^me 
qui est ainsi pose est ceUii de Cauchy. Mais (et ceci est d'accord avec ce 
qui precede) la question est tout autre lorsqu'il s'aj^it du mouvemenl d'un 
milieu limits, remplissant, par exemple, dans sa position d'^quibbre, la 
r^gion/{x,jr, s)^o. Dans ces conditions, les donn^es initiales font con- 

1° Sur la variiJte M, definle par i = o, /(.«, 7, s) 5 o : la fonction cher- 
chee et sa derivee normale ; 

2" Surla vari<5t6 M^ defmie par/(a^,/, 3) = o, i^o ; la d^rivee normale 
seule. 

En fait, on reconnait aisement que le pvobUme qui consiste k sc donner, 
en m^me temps que la donnee ordinaire sur M,, la fonction seule ou sa 
d6rivee normale seule sur Mj, ne peut admettre plus d'une solution. Un 
fait tout semblable se produit pour l'equation a deux variables ind^pen- 
dantes, lorsque les donn^es aux limiles se rapportent a une courbe coupee 
parune caracE^ristique en plus d'un point, 

L'analogie parlielle avec le cas des caract^ristiques imaginaires est 
ici bien manifeste : elle en entralne une autre relative aus solutions 
qui peuvent etre donnees de ces diff^rentes questions. Les m^thodes par 
lesquelles on a pu r^soudre le problfeme de Cauchy (telles que celle de 
Riemann pour l'equation a deux variables, celle de KirchbofiF pour r6qua- 
tion du son) sont entifercmcnt indcpondantes de la forme de la multipli- 
cite sur laquelle sonl donnees les conditions aux limites. An contralre, les 
solutions da problfeme dc Diricblel (ou des problemes analogues) sont 

(I) J'ai obienu cette demonstration uh^rieurement (fevrier 1901). Voir Notice 
sur les Travaus: scieatifiques de M. J. Hadauahd. Paris, Gauthier-Vi liars, igoc. 
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toutes liees de la maniere la plus eLroite k la forme de cetle miiltiplicil^. 
Noire probUme mixte possede egalement ce dernier caractere (ainsi 
qii'il est aise de le reconnailre poiir r^qiialion h. deux variables), non pas 
relalivement ci la multiplicite M( sur laquelle les donnies sont celles 
de Cauchy, mais relalivement & la multipUciU Mj sur laquelle les 
donnees sont celles de Dirichlet {'). 

Sjgnaions encore une derni^re aoalogie. La fonction fondaraentale qui 
sert a la resolution dii probleme de Dirichlet est la fonclion de Green 
^(^i^i ^07^0)7 laquelle est infmie ponr x ■=Xt, y=yo- Dans le cas des 
caracteristiques reelles et du probleme de Cauchy, ua rfile analogue est 
reiMpli par la fonction de Riemann, laquelle resle finie dans les m^mes 
conditions. Cepeodant cette fonclion de Riemann est liSe aux inl^grales 
S singulariles qui s'inlroduisent dans les theories relalives anx equa- 
tions k caracteristiques imaginaires, el cela de la maniere suivanle. 
M, Picard a remarqu^ que les inl^grales analogues 4 logr, qu'il convicnt 
d'inlroduire pour I'elude des equations telles que i« — c« = o, sont de la 
forme A logr -H B, A et B etant des fonctions regulieres. Dans le cas de 
I'^quation a - ■■ - -\-a-: — 1~ ^ ;; — hCH=^o, I'lnt^grale analogue devra 

avoir la forme A log [(a: — ^0) (y — >'(i)] + B- Oi* trouve aisement les 
condilious auxquelles dolt satisfaire A et le resultal obtenu est le siiivanl : 
La fonction A n'esl autre que la fonction de Miemann. 



(') Voir mon Meinoire Sur I'integrale residuetle {Bullaiin de la Societe 
mathematique de France, p. 79 et suiv. ; 1900). 
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flQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES, 



Pah M. V. VOLTERRA (Uohe). 



TouL le monde connail le theoreme de Poisson sur !a fonction poLcn 
lielle. Si p designe la density d'lin corps fini S, et r la distance d'ni 
point a, />, c de S an |>oint x^ y, s, el si I'on pose 



,^f9^ 



(A) 






-4-p, 



si le point x^ y, z fait partie de I'espace S. 

(La densite p doit satisfaire A certaines conditions pcLi restrictives el 
tres connues.) 

Ce theor^me a ct4 etendu sans difficull^s a d'autres equations et a des 
systfemes d'^qiiations dtfTercutielles dii type elli|jtique. 

Mais eomment peut s'^tendre ce th^oreme anx Equations differentielles 
du type hyperboiique? 



Soit a;,y, z un point interieur k I'espace S. Condui 



1 preni 



lant le 



point x,y, z pour sommel, un c6ne de revolution ayanl I'ase parailele 
a a; et dont I'ouverture soit de 45°. Soit 3' la partie de S comprise a 
I'interieur de i'line des nappes du e6ne. Si nous rempla^ons V par 

_p rfS' 



'" = /-7 



-{j^bf-{z-c)\ 



yGoosle 



Dc mgme, si nous appelons S" la pailie de I'espace S exlerletire s 
detix nappes da cone, et si nous posons 






(C) 



d.j:' d)'' d;^ 



Les ihcoi'cmes rcnfermes dans les formules (B) et (C) se dediiisent 
aisement des formules (E) et (F') que j'ai donnees dans mon Memolre 
Sur les vibrations des corps ^lastitjues isotropes {Ada math., t. XVIII). 
EHes peiivenl aussi s'obtenir directemenl et elles peuvenl s'^tendre a 
d'autres Equations el a des systSraes du m^me type. 

Les formules (E) et (F') condiiisent aussi a des r^sultats qui gene- 
ralisent les tli^orfemes bien connus sur les discontinuit^s des derivees des 
fonclions polentielles des surfaces et siir les discontinuit^s des fonctions 
potentielies des doubles couches. 

Ces resultats coinprennent des propri^t^s inlercssantes que M. Levi- 
Civita a obtenues direclement par une voie diff^rente Sopra una clase 
d'inlegrali deU'equazione A^ TF' 
■■IV; .St,,)!. 
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SECTION V. - BIRUOCRAPHIE ET HISTOIUE. 
NOTE ON THK MATHEMATICS 

THE OLD JAPANESE SCHOOL, 

By R. FIJISAWA (Toiuo). 



The present shorl note is devoted to a siibjeci which isenlirely obsolete 
nowadays, and which appears to have onlj historical interest. It has been 
hastily written during my voyage, my coming to Paris to join this congress 
having been only settled definitively about a week before I left Tokto. 
Some of the works which T might have consulted were not accessible to 
me, and I had often to appeal to my memory alone. Owing to this circum- 
stance and no less to the nature of the subject with which it deals, the 
present communication is vague in many respects. I crave your indul- 
gence for this and many other shortcomings, which it may not he 
necessary to enumerate in this place. 

There are circumstances which seem to suggest that, the bare fact that 
there is such a thing as the mathematics of the old Japanese school may 
not be altogether unknown to atleasla few of thewestern mathematicians. 
To avoid misunderstanding, may I be allowed to say that I myself do not 
belong to this school. It might appear to be rather curious tat I schoiild 
speak upon a subject with which I am not familiar. To justify myself in 
this respect, may J be permitted to make a few remarks on the almost 
insurmountable difficulties which seem to accompany the study of this 
subject in the light of modern mathematics. 

The nomenclature and the notations are as clumsy as they are awkward, 
and are likely to be repulsive to any one who is accustomed to those of 
the modern mathematics. Add to this, that there is a considerable number 
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of minor or branch schools, into which this old school has been subdivided 
in the course of time, each of them following notations which differ to a 
certain extent from one another. In this conneclion, it may he observed 
that many of ihe difficulties which one has to encounter in trying; to make 
himself familiar with the present subject, may be traced to the various 
controversies and even jealousies which appear to have existed among 
these minor schools. 

There is an innumerable xuimber of books relating- to the subject, of 
which a large number is not jtrinted but preserved by transcription. Since 
some time, the imperial university of Tokio has been collecting books, 
manuscripts, etc., relating to the mathematics of the old Japanese school. 
The collection now amounts to more than two thousand volumes, but it 
seems to be only a small fraction of what must be collected to have any 
claim to completeness. No doubt a large number of these are devoted to 
subjects which are entirely elementary; but it so happens that things 
which seem to be original and valuable are mixed up with the calculations 
belonging to elementary arithmetic. On this account, one who would like 
to make himself master of the subject must go, with all the disadvantages 
of varied notations, lack of systematisalion and classification, etc., 
through almost all the innumerable books, in order not to miss things 
which are really important. To start with, he knows that the complete 
study of the subject is a life-work, or even more, for him, with the 
prospect that a large part of his work will prove to he a waste labour. It 
is needless to say that this is by no means a fascinating work; at the same 
time the difficulties which 1 bave been mentioning, and which may 
fairly be compared with those attending thestudyofEgyptian hieroglyphs, 
are the difficulties which a historian must be prepared to meet with. 
I hope lo be able to find some among the young men who are studying 
mathematics under my direction, whom 1 could persuade lo devote their 
lives to the profound study of the subject of which the present note gives 
only a superficial account. It is in view of having such men that the 
imperial university of Tokio has been collecting the literature relating to 
this subject, as before said. 

In this connection, a new impetus was given by my friend and former 
colleague Dr. Kikuchi. He has translated some of the methods of finding the 
value of -re, discovered by men of the old school, from the obsolete language 
of the original into the intelligible language of modern mathematics. 
His papers are coulained in the recent volumes and, I beleive, also in 
the forthcoming volume of the proceedings of the Tokio mathematical 
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and physical society, to which I have to refer for further particulars. 

Relating more especially to those parts of the mathematics of the oid 
Japanese school which promise to have the chance of having permanent 
value and interest, the following difficulties are to be met with. Very 
often resulls only are given, and not seldom it is difficult to trace the 
steps by which they might have been obtained. I can not express myself 
better than hy recalling the well known incident connected with the 
publication of Fermal's theorems. Again it was not customary with a 
mathematician of this school to publish what be had discovered. He 
would keep it to himself and only transmit it to posterity by telling it to 
a select few of his disciples under oath that they in their turn shall follow 
ihe example set by their master. Again what may be called problem- 
challenge or perhaps mathematical tournament ■ — I mean something like 
the challenge of the problem of the brachistochrone by a Bernoulli 
addressed to Newton, Leibniz and Marquis de I'Hospital — has been 
constantly going on among the various minor schools mentioned above. 
All these circumslancesj to which I could add some more of analogous 
nature, had the aggregate effect of making the mathemalics of this school 
exlremely unintelligible and the course of its development difficult to 
follow. That there is a peculiar kind of mathematics which had its origin 
in Japan and its secluded development free from external influences, is a 
fact; hot how for this mathematics has developed itself on the scale of 
tlie progress of modern mathematics, is a problem which, so far as I am 
aware of, has not hitherto been solved. 

Before concluding these preliminary remarks, it is only just thai I 
should mention that a few years ago a book entilled the history of the 
old Japanese school was published by my friend Mr. T. Ends. The 
compilation of this work cost its author some sixteen years of arduous 
labour and iindaunted diligence. He seems to have spared neither lime 
nor pain in order to make the history as complete as possible, and I have 
no doubt that it will serve as a useful guide to all the future students of 
this peculiar mathematics, I myself owe a great deal to this work for the 
little I know of this mathematics, and I take this opportunity to tender 
my most cordial thanks to its author. Only the fear that 1 might be 
misunderstood as agreeing with the author in those parts of his work 
which stand outside of the sphere of facts, emboldens me to say that the 
author is himself one of the few men belonging to the old school to be 
found now-a-days, that his book is written in a language not entirely 
intelligible and sometimes even repulsive to a student of modern mathe- 
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matics, and in llie characteristic tone peculiar to the men of the old school 
and altogether at variance with the spirit of modern mathematics. Maj I 
hope that the remarks just made shall not have any effect on the great 
credit lo which the work is surely entilled in view of the immense diffi- 
culties connected with its compilation. 



Mathematics in the old days prior to the middle 
of the seventeenth century. 

I might just as well skip over a period covering more than two thou- 
sand jears prior to the middle of the seventeenth century, during which 
lime no progress seems to have hcen made beyond the limit of arithmetic 
and the rudiments of elementary algebra and geometry. I shall only 
notice a few things which seem to have had their origin in those ancient 
days, and survived lo this day in some form or other. 

The system of numeration seems to have heen from the beginning the 
decimal system with the circulating periods consisting of four digits, 
instead of three. The most of the methods of calculation which are now- 
a-days included under the general name of elementary arithmetic, seem 
to have been known from the very early days. No doubt some of these 
methods had their origin in Japan; at the same time a large number of 
them seem to have been derived from Chinese sources. For some account 
of the Chinese arithmetic, with which I shall not have much to do in 
the sequel, I may refer to an article in one of the early volumes of 
Crelle's Journal, the aritc\e Arithmetic in the Encyclopedia Metropoli- 
tana written by Peacock, and some of the histories of mathematics, 
such as the well known treatise of the president of this section. 

Beyond the limits of elementary arithmetic, no essential advance seems 
to have been made except perhaps the solutions of simple equations and 
some rough methods of calculating lengths and areas. That the hypo- 
thenuse of a right-angled triangle whose sides maybe represented by .5 
and 4 respectively, will be represented by 5, seems to have been known 
from very remote days. No doubt this was found by experience or by 
some tentative process. This so-called method of three-four-five is up to 
this day still used by artisans in testing perpendicularity, in some kinds 
of rough carpentry work. 

Some of the names given to the various methods of calculation are as 
amusing as ihey are suggestive of their primitive nature. The summa- 
tion of an arithmetical progression whose common difference is iinily is 
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called ihe limber-piling-calculation , for which, piles of shots may just 
as well be substilued ; again ihe summation of a geometrical progression 
whose common ratio is 2, is called ihe vats -calculation, by which no 
doubt it is meant to signify that the sum increases with the number of 
terms at an enormous rale, as rats are proverbially said to increase in 
the course of lime. 

In the early days, the actual calculation was done by means of rods, 
at first made of bamboo and afterwards of wood, but always known by 
the technical name of bamboo-rods. The numbers from i to 9 arc 
designated by means of rods as follows : 



1 1 



With these togeter with a symbol which stood for zero and wliich 
was sometimes replaced by a vacant space, they were able to write down 
any number, and calculate in exactly the same manner as we now-a-days 
do witli Arabic numerals. It may only be necessary to remark that a rod 
put diagonally across a number shows that the number is to be siibstrac- 
ted, that two numbers put down one above the other are to be added, that 
two numbers put down side by side are to be multiplied together, and 
that two numbers put down on the opposite sides of a certain vertical 
line are to be divided one by the other. 

The use of the bamboo-rods in numerical calculations has since been 
entirely superceded by the introduction of a kind of abacus called soro- 
ban, which took place towards the end of the sixteenth century. The 
appearance of the soroban is depicted below : 




It will not he necessary to describe the soroban, and how calcula- 
tions are made with it, as no doubt this simple yet handy calcula- 
ting machine is already well known, and even if this be not the case , 
how to use this instrument is likely to be at once apparent, it being not 
much different from other forms of abacus. It is very convenient and 
indeed, I may say, ahnost indispensable to those who are accustomed 
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to its use in adding numbers, especially when ihc numbers to be added 
are, instead of being written down befbreband, read ofF in rapid succes- 
sion. Addition, subtraction and muUipIieation are done with soroban 
much in the same way as thej are done in the ordinary written arithme- 
tic. Division can also be performed on soroban in ibe same way as it is 
done in the ordinary written arithmetic, and indeed it is often done in that 
way; but here it is customary to make use of a peculiar nemonic which 
may be called a division- table versus multiplication-table. For the 
account of this nemonic as well as for a lucid explanation of the perfor- 
mance of calculation on soroban, I can not do better than refer to a 
paper written by prof. C.-G. Knott, formerly of the imperial university 
of Tokio, but now of the university of Edinburgh, which is to be found 
in ibe transactions of the Asiatic society of Japan published about 
tvvelve years ago. 

The introduction of soroban was followed by progress, a little beyond 
the domain of elementary arithmetic. Something of algebra which seems 
to have gone so far as the rational treatment of negative numbers but 
could not possibly develop itself to any higher stage on account of its 
altogether cumbrous notation, something of geometry chiefly concerned 
with the study of regular polygons, magic square, etc., seem to have been 
the subject of favoui-ile study of the mathematicians of this time. How 
much they really achieved, seems to be a question difficult to answer. 
It appears, however, highly probable that the rigour of methods and 
proofs so essential tho the systematic development of mathematics was 
not recognized in all its importance. Most of the results arrived at, 
seem to have been obtained in a haphazard way by the tentative method 
of elaborate trials and subsequent verification. In support of this asser- 
tion, a case may be cited where the value of t: was assumed to be y^io, 
merely on account of the rough agreement of this number with the ratio 
in question, ^lo being 3. 162 -f-. 

The Pythagorean theorem, likely without any rigourous proof, seems 
to have been known to the men of this time. In evidence of this, I mav 
quote an instance where the periphery of the 2'^ sided regular polygon 
is calculated to a large number of decimal places, giving for the ratio 
of the periphery to the radius of the circumscribed circle the number 

3. i4i5af) 648777698 869348. 

A book which appeared about this time contains a magic square con- 
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laininglhe numbers from i lo 4oo. Il seems that ihis was oblainetl bj' the 
elaborate wearisome method ol trials. 

I liave now passed over the period of years, which, as before said, 
I might have just as well skipped, during which it is difficult to discri- 
minate things really indigeiions from those derived from Chinese sources, 
and which after a!I seeoi lo posses nothing but the interest of curiousity. 

The mathematics of the old Japanese school properly so-called. 

I now pass on to the most important part of the present note, namely 
the mathematics of the old Japanese school properly so-called, which 
originated in Japan and had its secluded development under no external 
inOuence. This school of mathematics was founded and developed to 
a considerable extent by a mathematician of the name Seki, who was 
cotemporaneous wilh Newton and Leibnitz, in fact, born in the same 
year as Newton. Seki was surely a man of great mathematical ability and 
originality. He had a tutor, of whom he might have said what Ganss is 
said lo have spoken of his tutor Pfaff. Seki's success as the founder 
of the new school of mathematics is to be traced to the great weight 
which he, unlike his predecessors, laid on the rigour of the methods and 
proofs. It is he who gave the first rigourous geometrical proof of the 
Pythagorean theorem. 

The remarks which I have made concerning the various difficullies 
attending the study of the subject of this note, can not possibly be 
applied with greater force than to the works of Seki. Most of his disco- 
veries were kept in secret among a few of his disciples in his life Irme, 
and were only published from time to time in fragmentary form after his 
death. I beheve that there are still some which have not been published 
and that some have been totally lost. 

Seki seems to have begun his work on algebra by improving the clumsy 
notations and cumbrous operations with the so-called bamboo-rods which 
were in vogue up to his time. He was so far successful in as much as 
every thing and every operation could be written down, so that he could 
dispence with every thing but pen and paper. Connected herewith, be 
introduced an improved notation, the advantage of which may be exem- 
plified by the transition from writing the same letter repeatedly in succes- 
sion to the exponential notation. These happy innovations seem to have 
lead to numerous important discoveries, including among other things 
the introduction of imaginary numbers, which resulted in the sudden 



y Google 



expansion of ihe domain of aJgebra, Seki in his late years was no doiitit 
in possession of most of l!ie algebraic melbods which we now-a-days find 
in a treatise on aigebra. 

It is difficult to draw any exact line of demarkalion between the works 
of Seki and those of his immediate disciples and successors, as it might 
imagined from the circumstances mentioned above, under which Seki's 
discoveries were transmitted to posterity. 

Among the discoveries made by Seki, or, if not by himself, by his 
immediate disciples and successors nnder the influence of their master's 
work, may, besides the algebra just mentioned, be enumerated ; 

I " Some theorems belonging to the theory of numbers ; 

2° Elementary geometry both plane and solid, with special reference to 
the theory of regular polygons ; 

3° Trignomelry, accompanied by the construction of the trignoraclric 
tables; 

4" Elements of analytical geometry; 

5" Calculus of finite dillerences; 

6° Some idea of limits, infinites and infinitesimals; 

y" The theory, most probably algebraical, of maxima and minima ; 

8" Summation of a certain class of series; 

g" The so-caWed p/-inciple of circle, including some methods of recti- 
fication, quadrature, and cubature of curves and surfaces. 

The so-ca\\ed principle of circle mentioned last, which, in absence of 
any suitable name, is literally translated from the original, seems to be 
the climax of Seki's discoveries, and is held by men of the old school as 
comparuble with the discovery of infinitesimal calculus by Newton and 
Leibnitz. It appears to consist in an ingeneous application of the idea of 
limits and the summation of infinite series to problems which now-a-days 
belong to the geometrical application of integral calculus. My opinion is 
that the so-called principle of circle is a name given to the aggregate of 
the various methods of rectification, quadrature and cubature of curves 
and surfaces without the formal use of diff'erential and integral calculus, 
very much like the methods which were in vogue prior to ihe time of 
Bernoulli and Euler, such as those to be found in the work of Wallis. 
No doubt this name was given to the method, because it was first found 
in connection with the rectification of the circle. 

Judging from the figures which the mathematics of Seki's school 
furnishes for the ratio of the radins of the circumscribed circle to the side 
of a regular polygon, it seems probable that Seki had found some method 
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of solving binomial cqiiaLions, Tlie following are some of lIlc figures 



Number of tlie sides of Tiic corresponding ratio 

a regatar polygon. in question. 

7 i,i5a382435 +(a) 

rj 1.7,473^766 +(i) 

I'i 2,0892430734 + (6) 

ly ■i,7'iro95575 4-(c) 

rg 3,03776691 -h((/) 

(a) Greater llian | io the last decimal place. 

(b) Less llian i in the last decimal plane. 

(c) Considerably greater. 

(d) Slightly greater. 

In this connection, it may be remarked that neither Seki nor his 
followers were in possession of logarithmic tables. 

Following the usage prior to his time, Seki calculated tlie length of the 
periphery of the a" sided regular polygon in terms of the radius of the 
circumscribed circle as unit, and found 3, 1415926532889937759 ... It 
is told that the comparison of this number with those already found for 
the 2'' and the 2'" sided regular polygons lead Seki to the adoption of 
3,14159265359 (slightly less) 

for the value of n. It is to be observed that this number is correct to the 
last decimal place. There are, however, circumstances which suggest that 
this was merely a stratagem by which the true path of arriving at the 
above correct value of ii; was kept in secret. Most probably he was in 
possession of an expression of « in the form of an infmite series, derived 
from the periphery of a regular polygon by making the number of sides 
infinitely great, by which the value of it can be calculated to any desired 
degree of accuracy. In support of this, it may be remarked that one of the 
disciples of Seki calculated the value of -n to 49 decimal places, which 
value is found to be correct to the last figure, 

Seki seems to have known something of conliniied fractions, as we find 
among his posthumous work such a method as the reduction of quadratic 
surds to continued fractions; hut it is not at all likely that he was in 
possession of the expression of tt in the form of a continued fraction. This 
may be inferred from the tentative method, by which he arrives at the 
approximate value of 7t in the form of a fraction. Beginning with 3 over 1, 
we have to add cither 3 to the numerator and i to the denominator, 



y Google 



3SS SECONDE PARTIE. — CO^FBBENCES ET COMMUM CATIONS, — SECTION V. 

or 4 to the numerator and i Lo the denominator, according as the value ol 
the resulting fraction is greater or less than the true value ofic. Continuing 
this process ii3 times, in the course of which we pass through fractions 
such as -,-, we arrive at the wel] known fraction |||. The expression of tc 
in the form of a continued fraction appears, however, to have been found 
bj one of the men belonging to Seki's school sometime after his death, 
who gives for an approximate value of t: the fraction 



Numcrawi' . 



4^8,224,593,349,304, 
i36, 308,121,570, 117. 



This fraction gives the value of it correct to the 39"" decimal place. 

I have spoken somewhat at length of the work of Seki on the rectifi- 
cation of the circle. It is, however, by no means meant to indicate that his 
mathematical activity was confined tho this special subject. 

I now leave Seki and his immediate disciples, and pass oq to speak ot 
some of the men whose works had great influence on the further develop- 
ment of the mathematics of the old school. Foremost among them, stands 
Yasoshima, whose work was mostly done in the latter half of the 
iS"" century. To him is to be attributed a complete theory of integration 
based upon the summation of infinite series. Yasushima seems to have 
begun his work in this direction by taking up again the favourite subject 
of his school, namely the rectification and quadrature of the circle. Unlike 
his predecessors, who occupied themselves with finding the entire peri- 
phery and the entire area of a circle, he showed how to find first the area 
of any sector and then the length of any are of a circle. In the following, 
I shall reproduce his method with slight modifications conducive to better 
understanding. 

Let OA and OB be two radii of a circle at right angles lo each other. 




Draw an ordinate CD parallel to OB. It is required in the first place to 
find the area OBCD. 

Lcl ihe radius of the circle tic denoted by r and the length of OD by ri. 
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Divide OD into n equal parts and through each poinl of division draw 
an ordinate parallel to OB. Let these ordinates be numbered in succes- 
sion from left to right, so thai the last, e. g. CD, becomes the n'^. Then 
the length of the /n"' ordinate will be given by 

To free this expression of its radical, it is expanded by means of the 
binomial theorem, which, by the way, seems to have been known since 
the time of Selti. The result, as may easily be verified, is 

'"L'^a^(^) ^Sl^ij) ~76"^(r) -ndlT^l?) 

Following the usage of his time, Yasushima does not give the general 
term of tlie series within the bracket, which may readily be found to be 
1. 3.5... aj> — 3 m^r / ay _ 

Multiplying the above expression by — and summing with respect to in 
from 1 to n, vvc obtain 



'[-{^(Sf-i^m-]' 



where S denotes summation with respect to in from i to /(. It remains 
only to make /jintlnile.The works which are said to contain the account of 



evaluating Lim \ ^^, / were not accessible lo me, but it seems to 

me exceeding-ly probable thai this limiting value was found in the fol- 
lowing manner (it is needless to say that this limiting value is eqiiai to 
/ x'' dx). By the binomial theorem 



(,„ + ,)l+1-,„>,= (), + ;),„l.. 



Herein put m =^ i, 2, 3, . . ., 7i ii 
equations side by side. We get 



succession, and add the rcsuUioi; 

,^v (>--n)>- -" 



;U2»-' 
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Divide by ti'''^' and iheii making' n infiniLe, wc obta 



Thus we oblaiii finally ibr the required area 

4-K")'-M")'-T^(?)-A(")' 

the general term of ihe expansion within the bracket being 
,.3.5... ^.p-i /a\V_ 

Again by subtracting from the area of OBCD jnsl found the area of 
the triangle OCD, e. g. 

and dividing the result by r, we obtain the following expression for the 
length of the circular arc BG 

the general term of the series within the bracket being 
T.3.->... -ip — 3.i.p^i /ay_ 

In passing by, it may he observed that the above gives a direct method 
of expanding arcsin -• 

Yasushima gives a peculiar form to the above series; namely, putting 
this scries equal to 

- I utj-^- Ui-hui-h Ua-i- Ui-h u^-h ut-l- ...) 
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6. 7 8-9 

9-. ui. A it'. Ui- A 



Proceeding fiiuilier on, Yasustiijiia makes a fatal mistake by saying that 
we may obtain ihe expression for - by putting in tbe above series a = r 
and /T^ II, because the resulting series diverges. However this is very 
instructive, as it shows that even such a prominent man of the old school 
as Yasiishima seems lo have had no idea of the convergency of infinite 
series. Nevertheless a correct expression for - might have been obtained 
by dividing the expression of the area of a quadrant by the radius and then 
putting r equal lo nnitj. By so doing, he might have obtained 



i 



".p\.ip-\ 



Yasushima also discovered a method, of double integration very much 
on the same line as the method of simple integration exemplified above. 
All these methods which were still included under the ail comprehensive 
name of the principle of circle, were successfully applied to such pro- 
blems as the finding of the length of an elliptic arc, the common volume 
of two intersecting cylinders, and the like, 

Yasnshima's discoveries which seem to have been of the most varied 
nature, include among other things a complete theory of spherical trigno- 




inetry. It may also be added that he or one of his immediate disciples 
found a method for the numerical solution of eqnalioiis. 

I now pass on to Wada, who is held as another giant by men of the 
old school and who, pubUshed most of his discoveries early in the begin- 
ning of the nineteenth century. 
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Wada's first labour seems lo have been directed toward imjiroviog the 
various methods found before his time. To give only an example of his 
work ill this direction, he gives the following improvement on the method 
of finding the tengh of a circular arc. From the similarity of the triangles 
OPQ and PSR in the adjoining fignre, we have 
OP : PQ^PS : RS; 
whence, with the notations already used in giving Yasusliiroa's method, 
wc get 

SIX I'S = - " 



)rks of some of the most pro- 
light have given examples other 
arc; but I have purposely con- 



Further, proceeding in exactly the same way as in the above, we obtain 
the same resuU as that found by Yasnshima. It is interesting to observe 
that the method, after passing through the various stages of development, 
has developed itself to something which is not essentially different from 
the modern method. 

In trying to give some account of the v 
minent of the men of the old school, I n 
than that of the rectification of a cii'cular 
fined myself to this particular example, in order lo give possibly some 
idea of the various stages through which the development of this peculiar 
mathematics seems to have passed. 

The most important of Wada's contributions lo the matbemalies of the 
old school is said to consist in publishing various tables which give nume- 
rical values of the coefficients of a large number of infinite series connec- 
ted with rectification, quadrature and cubature. "Wada seems also to have 
been the first mathematician who applied the principle of inequality to the 
evaluation of limiting values. He tried also lo express llie length of the 
various right lines connected with a circular arc in terms of the circular 
arc, and was successful to a certain extent. Perhaps he was in possession 
of inverse trigonometric functions in some form or olher. 

Wada and some of his eolemporaries occupied themselves with the 
study of such curves as the cycloid, the catenary and the like, and it 
seems as if most of the well known properties of these curves were known 
to them. The other favourite subjects of about this time seem to have 
been the calculation of the centers of gravity of some simple figures, 
magics quares and geometrical contact problems more or less complicated. 

About the middle of the nineteenth century, logarithmic tables seem 
to have been inlrnduced from Dutch sources. We are told that some of 
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the men of ihe old school were liard at work in calculating the common 
logarithms of numbers, do doubt by some primitive method, as they were 
not io possession of the logarithmic series. 

About this time, some Dutch mathemalical books came into the posses- 
sion of the mathematicians of the old school. Although they must have 
had great difficulties in reading Dutch, it is conceivable that these books 
had some influence on the works of these men. There still remains one 
thing which 1 should like to mention before quilting the snbject of this 
note. I was told that the theory of determinants and its application to the 
solution of the system of linear equations were not entirely unknown to 
the men of the old school. 

Before concluding this brief discourse, may I be permitted to repeat 
once more what I have said in the beginning. I have been speaking of 
things which are now entirely obsolete and which can have at most 
historical interest, leaving however the chance that some really valuable 
things might still be found in those regions of this mathematics thraugh 
which I have not happened to pass. It was surely a wise policy on the 
part of the educational authorities that they, in organising the new 
system of education, put this mathematics of the old Japanese school enti- 
rely out of sight, and were anxious to introduce free and unmolested the 
mathematics which has no schools and whose universal language is intel- 
ligible to all the civilized nations. 
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MATHEMATIQUES ET LA BIOLOGIE 



M. Angkl GAIJARDO (Huenos-Aires). 



Au premier abord, il semhle y avoir une certaine contradiction dans 
I'emploi des proced^s des Sciences exacies pour I'etode de questions si 
complexes que les binlogiques, qui sont encore vagues et peu precises. 

Les applicaiionsdesm^ihodes math 6m aliq lies a la Biologic ont souleve, 
ea effet, beaucoup d'objections, et quelques personnes n'j voient que 
de simples (cjeux de nombres ». 

Pour ramener les questions biologiques a des problemes matliema- 
tiquement solubles, il faiit, en general, les simpllfier par des hypotheses 
plus ou moins nombrenses, et rien n'est plus facile que d'introduire des 
inexactitudes oa des erreurs dans la simplificalion d'un pb^nomfene coin- 
plexe. La phis legere divergence initiale est, eo outre, exag^r^e par la 
rigide inflexibilile des raisonnements matbeinatiques el conduit k des 
r^sultals absnrdes, landis que le raisoonement ordinaire peut compenser 
les d^fauts du point de depart en s'appuyant, a chaque pas, sur {'obser- 
vation et I'exp^rience. Le peril augmente par cela m^me que ces fausses 
conclusions ont la pretention de s'imposer comme des v^rites absolues 
exprim6es par des formules matbemaiiques pour lesquelles on a tin 
certain respect superslitieux. Quelqu'un a dil, a cause de ces sortes de 
conclusions, que I'applicalion du calcul des probabilites aux Sciences 
morales est le scandale des Mathematiques. 

Toules ces objections ne doivent pas filre adressees aux methodes 
mSmes, mais a la maniere de s'en servir, puisque aucun proced^ n'est 
bon s'il est mal employ^. Les Mathematiques sont un admirable instru- 
ment, mais ne peuvent pas donner plus que ce qu'onymet, et, a cause de 
leur propre exactitude et de leur propre d^licatesse, elles doivent 6lre 
employees avec la plus grande prudeace et la plus grande circonspection. 
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Les proc^d^s des Sciences exacLes et, en particulier, les traces ^raphiques 
permeitenL de presenter sous line forme sjnth^iiqiie iin grand nombre 
de donnees, soutageant ainsi I'altention qui peut alors s'appliqiier a 
I'observalion de reialions et de partictilarit^s qui, sans cela, seraicnl 
passees inaper^ues. 

Je crois done que les applications des MalhiSmallques a la Biologic sonL 
legitimes, pourviT qii'on ait la prudence n^cessaire et qu'on ne se propose 
pas la solution de qaeslioiis trop compliqu^es, iraparfaitemeni connues, 
et qui n'onl rien a gagner d'un Lraitement exact pour lequel elles ne sonl 
pas encore mfires. 

Les probl^mes biologiqiics <5li.idies malhematiquement sonl deja nom- 
breux, et ils le deviendronl cliaque jour plus a mesure que les faits 
d'observation seront mieux connus. C'est, du reste, ce qui est arrive 
pour la Physique. 

On a appliqu6 ainsi avec succes les melhodes de la M^canique et de la 
resistance des mat^riaus a I'^tude des formes des os el des articulations ; 
les principes de THydraiilique a !a determination de la forme et des 
diamStres des vaisseaox sanguins, etc. Roux et son 6cole de la M^ca- 
nique du d^veloppement des organismes, Cope et les neolamarckiens 
ami^ricains el beaucoup d'autrcs savants sont enlres dans celte voic, indi- 
qnee il j a deja assez longlemps par Fick. 

Maisje veux altirer spdclalement TattenLion des raathematiciens qui 
prennent part k ce Congres sur les applications des m^lliodes statis- 
tiques ^ i'^tude des probUmes biologiques de la variation el la correlation 
des caract^res, de I'heredite et de revolution des Stres vivants. L'^liide 
quantitative des organismes a ^te iniliee par Quetelet et par Gaiton dans 
le terrain antbropologiqoe et constitue aujonrd'hui une branche impor- 
tantedela Biologic, \a Biostatique on Blometrique. L'^tude quantitative 
des animaux peut ^tre designee sous le nom de Zoostatislig ue , et celle 
des vegelaux sera la Phytostatistique. II serait trop long de donner une 
liste bibliographique de tons les articles bioslatistiques (pres de i5o), 
liste qu'on peut trouver d'ailleurs dans le Livre de Dunclter et dans les 
Travaux de Ludwig. 

J'indiquerai seulement ici les noms des personnes qui s'occupent de 
cette noiivelle direction de recherclies dans les differenls pays, en laissant 
de c6te les anthropologistes. 

Ell plus de Gaiton, iin des fondateurs de la Blostatistique, et de 
Peanon, a qui I'on doit les plus grands progres des melliodes matli6- 
matiqucs, et de ses Aleves Beeton, Fawcett, Filon, Hee, Wliiteley et 
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Yule, on pent ciler en Anglelerre les noms de Baleson, Thompson, 
Vernon, Warren et Weldon pour la Zoosiatisiique, el de Pledge pour la 
Pliyloslatistiqiie. 

En Allemagne, Duncker (qui a fait nn bon expose elemeniaire de Li 
melhode) et Heincke s'occupenl de Zoologie, et W. Haacke, Jost, Viicli- 
ling et Weisse de Botanique. Le Professeur Lndwig, en particuiier, a 
beaucoup lravaill6 siir ce dernier sujel et a irouve que les traces gra- 
phiques de la variation de la plupart des caract&res variables des v^getaux 
prescntcnt des sommets pour les nombres de la s^rie de Fibonacci : 

(..., -8, -h5, —3^ +■?.. -1, +., o, r) 
I, a, 3, 5, 8, i3, ar, U, 53. 89, ij'.], ..., 

que les mathemaliciens nomment sdrie de Gerhardt ou de LamS. 

Aux ]£tats-Unis, nous trouvons Blankinship, Brewster, BuUard, 
Bumpus, Davenport (qui a ^crit un Livre ^lementaire trfes pratique) et 
Field pour la Zoologie, el Lucas poor la Botanique. 

Le promoteur des Etudes experimentales et de la culuire des cas de 
variation normale et teratologique des planles esl I'eminent directeur du 
Jardin botanique d'Amsterdam, le Professeur H. de Vries, suivi en Hol- 
lande par Verschaeffelt et en Belgique par de Brnjker, Mac Leod et 
Vandevelde. 

En Suisse, Ainann a ecrit en fran^als siir la variation des mousses, et 
Camerano a eludi6 en Italie la variation des balraciens. 

On s'est peu occupy en France de celte question et je ne connais sur 
le sujel qu'un article du Professeur Giard et les analyses critiques de 
Conlagne et de Varigny. 

Enfin, dans la K^publique Argentine, Laliille a public des Travaux sur 
la varialion des animaux, et moi-m^me sur celle des plantes. 

En general, la ni^thode de la siaiistique de la variation consiste dans la 
mesure des caracteres variables et dans le Irailenient par les precedes do 
calcul des probabilit^s des donnees numeriques obtenues. Pour le calcul, 
on dispose les nombres en series, en r^unissant loutes les grandeurs 
^gales dans one classe. Frequence de la classe est le nombre des mesures 
^gales qu'clle conlient. La moje/ine dei variations est donn^e par la 

dans laquelie c repr^sente la valeur d'une classe et / sa frequence. La 
moyenne est I'abscisse du centre de gravil^ du sysi^me des frequences. 
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Le mode est la classe la plus freqnente oli bien I'aLscisse correspon- 
(lant \ I'ordonii^e la plus longiie. 

Pour les representa Lions graphiqiies, on prend sur I'axe des abscisses 
des longueurs qui represeutent, &. une certaine echelle, les classes ; et sur 
les ordonn^es orthogonales correspondanles, on prend des longueurs pro- 
portionnelles aux frequences respectives. Le polfgone empirique de la 
variation du caract^re sera obtenu en reliant par des ligoes droites les 
exiremit^s des ordonnees successives ; il est ferme par les ordonn^es 
extremes (quand elies ne soiit pas nulles) et par I'axe des abscisses. La 
limile de ce polygone sera la coiirbe de variation empirique du caracleri- 
considere [synoptique, de Conlagne), nomm^e aussi cou/'be galto/nenne-, 
du nom de Galton. 

L'etude matheraaiique de ces coiirbes a r^alis^ de grands progres, 
grSce aux travaux de Pearson, piiblii5s par la Society royale de Londres. 

On avait reinarqu^ depuis Quetelet et Gallon que les courbes de varia- 
tion dans la plnpart des cas siiivent h peu pres la loi de Gauss de la 
distribution des errears accidentelles et I'on s'efforcait de les ramener 
toutes a ce type considere normale. Or, cette courbe normale de proba- 
bilites coincide assez exactement avec le Irac^ graphique du d^velop- 
pement du binome de Newton (^ + -})", dont I'exposant n est iin nombre 
Ir^s grand; elle eslpar consequent sjmelrique, c'esl-a-dire que les pro- 
babilites des ecarls positifs et n^gatifs sont egales. Mais il y a d'autres 
courbes de variation neltement asjin^triques qu'on ne pent pas ramener 
a la loi de Gauss. 

Pearson a calcule I'equallon d'une courbe goneralc des probabilltcs qui 
coriespond tres approsimalivement a la binomiale (/> -i- 5)" dans laquelle/J 
et q sonl quelconques pourvu que leur somme soit egale a I'unite, sym- 
bolc matliematique de la certitude dans le calcul des probabilites. 

La loi de Gauss n'est done qu'un cas particulier de ceile de Pearson. 
II a diSmontr^ aussi qu'il y avait une relation geom^trique, independante 
de «, enire la courbe de Gauss et la binomiale (^ +i)", ce qui justifie . 
I'cmploi de I'equation 



mSme pour des valeurs petiics dc n, qu'on faisait depuis longtemps dai 
les calculs statistiques, 

LVquasion g^n^rale de la courbe des probabilites est de la Ibrme 



^ir- 
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Pour les applications a la s talis tiqiie, Pearson en a decliiit cinq types 
d'apr&s la symelric ou asjmetric des courbes et I'^leiidiie limilce on illi- 
mitee de la variar.ion. 

Type I. — Courbes asymetriqites, limitecs dans les deux sens 

Type II. — Coirt'bes sjmelriqucs, limilccs dans fes denx sens 

C'est un cas parliculier do la precedentc dans leqiiel ft, ■=^ cia, el 
Type HI. — Courbes osjmetriqiies, liiiiitees dans un sens 

Type / F. — Courbes asym^triques, illimitees dans les deux sens 

dans iaqueile langS = — ■ 

C'eslla forme la plus fi-^quento des courbes biologiqncs asymotriques. 
Ge type a ^t^ 6tndie par Poisson sous forme de scrie. 

Type V. — Courbes symelriques, illimitees dans les deux sens 



C'esl la coiirbe iiormale ou de Gauss dans toutes ces formiiles : 
yoj I'ordonnee modale ou la plus grande frequence qui doit cLre calciilce 

pour chaque type ; 
y, la longueur de I'ordonnee a la distance x de ju ; 
a, une partie de I'axe des abscisses que I'on doit calciiler en fonciion des 

donn^es empiriques; 
t,', base du systeme de logarilhmes nep^riens; 
s, indice de variabilile (dSfini plus loin). 

Pour les courbes asymetriques, on calcule I'indice d'asymetrie 
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en fonclion de la distance d entre le mode et la moyenne et I'indice de 
variabilll^ t. Dans les courbes svm^lriques, le mode et la moyenne coin- 
cident et I'indice A est mil. 

Les trois conslantes : mocie, moyenne et indice de variabilile, carac- 
t^risent une distribution de variations d'un lype donne. 

Poor determiner a quel lype de coiirbe correspond iin poijgone empi- 
rique donn^, Pearson a tronv^ une itietliode fondee siir la discussion des 
relations entre les quatre premiers moments dii systeme de frequences par 
rapport Sl'ordonn^e du centre de gravity du syst&me. 

Une fois determine le type de la courbe theorique, on peut la calciiler 
d'aprSs son equation et les donn^es empiriques de la distribution dc 
frequences consideree. Pour le calcul des trois premiers types, on a besoiti 
d'employer une Table des valeurs de l'int6grale eulerienne P, et pour le 
calcul du type IV des Tables des lignes trigonom^triques. Quant k la 
courbe normale, elle est aussi tabulae il y a longtemps. 

L'accord entre la Uieorie et I'esp^rience peut gtre determine par des 
formules sp^ciales. II est, en general, tres satisfaisant et la m<5thode des 
courbes de probabilites de Pearson peut ^tre appliquee non seulement aux 
questions biologiques, mais aussi k toutes sortes de problemes statistiques 
dans lesquels il y a des courbes asymetriques. 

La courbe g^n^rale devrail gtre employee theoiiquement dc preference 
a celle de Gauss dans tous lescas pour lesquels on ignore si le ph^nom^ne 
^tudie suit esactemenl cette derniere loi. Mais, en pratique, on prefere 
plnl6t Iraiter comme normales les courbes qui n'en different pas beau- 
coup, 

Toutes les courbes consid^r^es jusqu'ici sont simples et a un seul 
sommet (mo«o«io/'/>Aes, de Bateson); ce sont des courbes Hnmo(^ttfe5. 
Quelques courbes, quoique unimodales, doivent ^tre considerees comme 
composees par deux ou plusieurs courbes simples (courbes complexes, 
courbes de Livi, de Ludwig). Pearson a donn^ un procede pour les 
decomposer quand elles sont fornixes de deux courbes simples, mais celle 
metliode n'est pas pratique et I'on n'a pas m^me encore un criterium pour 
distinguer une courbe simple d'une complexe. Les courbes complexes 
prennenl naissance de la superposition de plusieurs courbes dans I'etude 
statistique d'un materiel liSterogene. 

Ainsi elles peiivent se produire par nn melange de caracteres variables 
etinvariables, par la somme ou differenee de courbes de mgme mode, mais 
de variability diiferente, ou bien de courbes de modes differenls. Ces der- 
niSres dooocnt lieu ^ des courbes complexes dont Ic sommet est clargi; 
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qnelc[uefois, en aiigmenianl le nombre des ordonnccs ou classes, appa- 
raissenL les sommels des composanles. 

Nous peiielrons ainsi dans la calegorie des coiirbes multiinodales ou a 
plusieiirs sommels [pleiomoi-phes, de Bateson), Ludwig propose de desi- 
gner les sommets par les lettres a, p, y> ^> ^tc, selon leur imporlance 
relaLive. II inanqiie encore une theorie mathemaLiqiie des coiirbes miilii- 
modales et Ton ne sait mSme pas si elles doivent ^tre toiijoiirs envisag^es 
comme I'ensemble de pUisieurs courbes simples ou biea si dans qiielques 
cas on peul les consid^rer comme une seule courbe k plnsieurs sommets, 
susceptible d'etre exprimee par une fooclion p^riodique. 

Comment peiU-on mesurer la variabilite des caracteres? II est facile dc 
comprendre qii'iin caract^re tres variable donnera iieu k une courbe 
aplatie, tandis que la variation d'un caract^re peu variabte sera repre- 
sentee par une courbe ^Iroite et relevee. L'etendue totale de la variation 
le long de I'ase des abscisses a ^t^ employee par quelques auteurs comme 
appreciation de la variabilite, mais celte mesure est defectueuse, parce 
qu'elle ne rend pas compte de la concenlration des variations auiour de 
la mojenne. Or, c'esl pr6cis6ment cetle concenlration qu'il est interes- 
sant d'evaliier, parce que deux caracteres peuvent avoir la mSme ^tendue 
empirique de variation avec iine distribution des frequences tout it fail 
differenle et, par consequent, avec une variabilite differente. Les varia- 
tions seront plus concentrees pour le caractere moins variable. 

Une bonne mesure de la concentration est donnee par la racine carr^e 
de I'ecartmoyen carr^ d'Airy, qui constitue ainsi Vindice de variabilite 
le plus employe, 

il est expiimu par la formule 

dans laqiielle : 

j:= ecart do la moyciine (abscisse du barlcentre du syst^me) pour 

cbaque classe ; 
/= frequence de chaque classe. 

On peut voir que, pour ie cas de )a courbe normale, I'indice dc varia- 
bilite est I'erreur mojenne de la theorie des crreurs. Son carre est inver- 
sement proportionnel an double du carre du module de precision. La 
probabilite d'un ecart donn6 augmente done h. mesure que e augnieni.e. 
L'indice de variability est represent^ par la portion dc I'axe des abscisses 
comprise entre I'ordonnee du baricentre et I'ordonnee d'un des points 
d'inflexion de la courbe normale. 



= V^ 
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L'indlce de variabilitt! e est anssi le ra;yon de giration dii sysifeme de 
frequences aiitoiir de l'ordonn6e dii centre de gravile el, par consequent, 
il reste encore une bonne mesure de la variability ra^me ponr les cas qui 
ne suivent pas la toi de Gauss. 

Pour que s soit le rayon de giration, il faut supposer les frequences 
coocentpees le long des ordonn^es correspondantes, ce qui arrive, en 
effet, dans pUisieurs cas (variations du nombre d'organes), Mais, dans le 
cas d'une variation continue (longueurs, poids, etc.), on doil considerer 
les frequences uniformement distribuees sur toute la surface comprise 
dans la courlje de variation. Pearson a ^te ainsi conduit fk calculer les 
moments de la surface de variation decomposee en rectangles ou en tra- 
pezes, d'ou ii resnlte une legere modification des moments et, par conse- 
quent, du rajon de giration ou indice de variability. D'autres mesures de 
la variability sont donnees par I'ecart mojen de Lagrange et par la valenr 
quartile de Gallon, qui n'est autre que I'errenr probable de la iheorie des 
erreurs. Quand il s'agit de courbes normales, ces quantites peuvent ^tre 
indifferemment employees ; mais, pour les aulres types de courbes, Tindice 
de variabilite conserve seul sa signification comine rayon de giration, 
landis que Tecart moyen et I'erreur probable ne servent que pour appre- 
cier la variabilite des cas soumis ^ la loi de Gauss. 

L'indice de variabilite est un nombre concret esprime par la m6me 
unite que les valeurs des classes ; il ne pent done servir pour comparer 
la variabilite de ditferents caracteres. Pour mesurer la variabilite rela- 
tive, on a propose I'emploi de coefficients de variabilite. Pearson 
divise l'indice de variabilite par la moyenne et muUiplie le quotient par 
loo et obtienl ainsi nn nombre abstrait qui pent ^tre compare aiis 
coefficients de variability d'autres caractfires on d'autres formes. Duncker 
croit que les coefficients de variation n'ont pas de signification mor- 
phologique. 

Pour I'etude de la correlation des caracteres, de I'heredite et de revo- 
lution, on a trouve des formules dont la simple Enumeration sortivait des 
Umites de cetle Communication. Les resullats obtenus sont tres interes- 
sanls et pleins de promesses pour I'avenir. 

Avant de terminer, j'atlire specialement ['attention des mathematiciens 
sur les vides les plus sensibles de la metbode statistique qui sont, 
selbn Duncker, une determination et one analyse commodes des courbes 
complexes, et rinvestigation de la relation entre les coefficients de 
correlation et les courbes individuelies des variations correlatives. 
Nous devons esperer que, grace a I'usage prudent des nouvelles 
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melhodcs pour I'eLude des probl^mes biologiqiies de la variation, de la 
correlation, de I'lier^dile el de revolution, ces questions devieadront plus 
precises et rev^liront im caractfere vraiment scienlifique, puisijiie, coimme 
le dil lord Kelvin, ii on ne connait Lien un ph^nomSne que lorsqu'il est 
possible de rexprimei- en nombres ». 
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ENSEIGNEMENT ET METHODES. 



LA CRITIQUE MATIIEMATIQUE 



ZoLi. a. I.E GALDEANO (3ar.u;osse). 



Dans sa Note, M. tie Galdeano a indlque le liesoin, dans I'olat actiiel 
des Malli^matiqiies, de completer leur enseignement au mojen d'une 
iiouvelle branche p^dagcigique, qui pourrait ^tre nonim^e Critique mathe- 
matique. 

EUe contiendrail des developpements historiqiies el ijtndierait les liens 
de parenle qui unissenl ia generation historique el la g^n^ration logiqne 
de DOS connaissances. Dansune etude synthetiqne des diverses branches, 
on viserait^rencliainement desid6es. On s'y occiiperaitsystematiquement 
de loutes les metliodes d'liiie port^e tres generale, telles, par exeinple, que 
I'introdiiction d'^tres de pure raison, grSce auxqiiels la Science s'unifie, 
se simplifiant el se gen^ralisant k la fois. 

II ne faot pas perdre de vue qu'un plan d 'enseignement universilaire 
doit embrasser non seulement I'enseignement lechiiique qui fait connaJtre 
la Science en soi, mais aussi d'autres enseignements dont le but soit de 
former les futurs professeurs, et de d^velopper en eus des vocations 
scientifiqiies inebranlables, capables de se conimuniquer atix Aleves. 
Les nations ont besoin autant des liommes aptes k appliquer les con- 
naissances lh6oriques, que des savanls d^vou^s au perfectionnement de 
I'esprit, source des decouvertes dans un avenir plus ou moins lointain. 
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LE IPER-ARITMETICHE 

E L'INDIRIZZO COllBINATOTtIO DELL' AIUTjMETICA OliDINAEIA 
Pah Alfredo CAPELLI (Naples). 



E a tiillj ben noto come i progress! deli' analisl matematlca abbiano, gia 
da tempo ormai abbastanza Iiingo, resa necessaria una revisione dei prin- 
cipii fondameniali del ealcolo infinilesimale e di cjiiella pane della siessa 
aritmetica ch.e ha atlinenza dlrelta col concetlo d'infinitesimo, cioe spe- 
cialmente della nozione di numero irrazionale, di limile, ecc. La sLessa 
cosa non puo dirsi dei priiicipii dell' algebra propriamente detta che ha le 
sueorigininel carapo dei nuiaeri naturali erazionali, che ^ quanlo direnel 
canipo delle prime qualtro operazioni fondameniali dell' arilmetica. In 
qiiesto campo abbondano, come del resto 6 natnrale, le tradizioni ; ma 
manca ancora una trallazione veramente sislematica, che polrebbe sol- 
lanto essere il frullo di una crilica complela erigorosa. Di qui quel pro- 
cedereper lenlalivi, che hageneralo una muUiplicila di trattati elementari, 
nessumo dei quati e, forse, riuscilo a soddisfare compleLamenLe le esigenze 
degli spirili pi^ sistematici. Di qui quel bisogno, che si riscontra assai 
spesso presso gli stessi autori di libri che traitano quaiche ramo piu 
elevalo dell' analisi, di riassumere brevemente, a guisa d'introduzione, la 
parte piu elemenlare della Scienza alio scopo di riatlacciare diretlamente 
le teorie piu elevate alle loro prime origini, cioS al!e iiozioni stesse di 
numero e di operazioni. Poco ad essi imporla se la via sia tracciata sol- 
tan to sommariamente, in modo direi quasi provvisorJo, giaccbe i riassunti 
di questo genere non hanno aliro scopo senonche di lasciar iniravedere 
al leltore la possibility di emanciparsi dalle Irattazioni Iradizionali troppo 
spesso lunghe e tortuose, e quasi mai sistemaliche. 

II caraltere di provvisorieta pi'oprio di tutle le inlroduzioni di questo 
genere non e dunque allro che I'espressione di un desiderio : il desi- 
derio di dare ai fondamcnti dell' aritmetica un indirizzo sistematico 
che li metta all' iinisono colF indirizzo sistematico dei rami pJii elevati 
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deil' algebra e dell' analisi. Formulato il desiderio in questo modo, 6 
chiaro come I'indirizzo cercato difFerir non possa sostanzialmenle da 
([uello che informa i moderni progress! dell' algebra e dell' analisi trascen- 
dente, voglio dire V indirizzo combinatorio, clie lia oggidi la sua mani- 
festazlone piu caralterisUca nel concetto di gruppo ed in quello ad esse 
affine di invar iantivitd,. 

L'imporlanza delle scoperie di Galois e dei suoi continiiatori uella teoria 
delle equaKioni algebriche, e di quelle di allri sommi analisti moderni nel 
campo delle forme invarianlive nonch^ in qiiello dei gruppi discontinui 
e dei gruppi continui di trasformazioni 6, infatti, cosa troppo nolaperche 
si possa mettere in diibbio 11 caraltere essenzialmenle combinatorio della 
maggior parte dei moderni progress! dell' algebra e dell' analisi. 

Le poche cose che mi propongo d! dire, hanno appuiito per iscopo di 
dimostrare la possibility di dare un indirizzo combinatorio aiFatto analogo 
anche a! pi-imi fondament! dell' aritmelica ordinaria e delle iper-aritme- 
liche in generale. La via da seguirsi a lale oggetto si Iroveri tracciata nel 
modo pi^ iiaturale, quasi spontaneamente, appenachS avrerao ricoiiosciulo 
come ! concetti di grnppo e di invariantiviltt si Lrovino gia impllciti (direi 
quasi alio slato lalente) negli stessi primi fondamenti del calcolo algebrico. 

Far6 precedere un brevissimo riassunto di alcuni risiillati, da me gia 
pubbllcati altrove ('), suUa questione dell' ordine di preccdenza fra Ic 
qnallro operazioni fondamentali, poich^ in essi si ha nna novella prova 
(di indole piu elementare) dell' opportunity di dare all' esposizione dei 
fondamenti dell' aritmelica un niiovo oricnlamento a base di malematica 



I. 






\ . La miglior prova della mancanza (cui ho accennalo lln dal principio) 
di nn esame critico, sistematico ed esanriente, delle question! relative 
ai primi fondament! dell' aritmelica, si ha nell' incerlezza stessa del- 
I'ordine secondo il quale debbono definirsi ed inirodursi nell' aritmelica 
razionale le quallro operazioni fondamentali. 

La questione dell' ordine di precedenza Ira le operazioni si connette eon 
qiiella dell' ordine secondo il quale si deve successivamente allargare il 
campo primordiale dei numeri, il quale non pni ritenersi coslitnito che 
da un numero finito di numer! conoscinli empiricamenle, p. es. dall' 
nnita e da! numeri 2, 4, 5. S! puo anzi dire che le due question! coinci- 

(') Hendiconti della R. Accademia delle Scienze di NapoU (giiigno igoo). 
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dano, giacche «n' operazione non si puo considerave (almeno dal punto dj 
vista scienlifico) come veraraenie introdolta nel calcolo, se il campo dei 
Humeri ad essa preesistenti non venga al lempo stesso ampliaio in modo 
clie la miova operazione si possa eseguire incondizionalamente, od abbla 
almeno il massimo sviliippo possibile. Cosi, p. es. dare la precedenza alia 
soltrazione od alia divisiooe significhe rh inti-odnrre nel calcolo pi-ima 1 
numeri negativi e poi i frazionarii, oppure vice versa. 

2. Qiiesta questione i stata da me esaminata acciiratamente nella mia 
recentissima pubblicazione tesl^ menzionala, nella quale !io incominciato 
dal far nolare come sia perfeUamente in noslro arbitrio di inlrodurre 
come prima operazione I'addizione, ovvero la molliplicazione; giaccbe 
quesle due operazioni soiio fra loro indtpendenti. Questa indipendenaa 
non si trova messa nella dovula luce dai trattalisti. Essa e per6 mamfesta, 
se lediie operazioni si definiscono come segue: 

Prodotto di due numeri natural i m ed n e il numero delle coppie 
che si possonn formare combinando in tutti i modi possibili uno qua- 
lunque degli elementi di un aggregato di nuinerositd. m con uno 
qualanque degli elementi di un aggregato di numerosita n. 

Somma di due numeri naturali m ed n e il numero che rappre- 
sentd la numerosild. dell' aggregato che si ottiene riunendo in un 
unico aggregato gli elementi di un aggregato di numerosild m e gli 
elementi di un. aggregato di numerosita n. 

Gli ordinameoti secondo J qwali potrebbero inlrodursi, i'una dopo 
I'altra, le qnattro operazioni fondamenlali, sono dunqiie sei, cioe ; 



(0 
(^) 
(3) 
(X) 
(") 
(III) 



A, S, M. D. 

A, M, D, S, 

A, M, S, D, 

M, D, A, S, 

M, A, D, S, 

M, A, S, D, 



dove ogni leLlera c I'iniziale del nomo dell' operazione da essa rappre- 
seniata. 

3. Per ancor meglio giuslificaie I'epiteLo di fondamentali attribuilo 
comiinemenle alle primo quatlro operazioni dell' arilmelica, sembra 
doversi pretendere che I'inlroduzione di ogni singola operazione produca 
cffetlivsmente, un allargamento del cainpo dei numeri ad essa precsis.LciUi. 
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Di qui ho dcdotlo uii primo cnLerio per decidere circa la preferenza da 
darsi all' uno piiitlostoche all' altro dei sei ordinamenli teste menzionali. 
Ho poslo, cio^, la qneslione ; e possibile stabilire fra le quattro opera- 
zioni fondamentall un ordine di precedenza (secondo il quale esse 
debbano introdursi nel ealcolo I'una dopo I'altra) tale eke ogni sin- 
gola operazione produca un allargamento del campo dei numeri ad 
essa preesistentil 

Poich6 e agevole riconoscere che sollanLo gli ordinamenti ( I), ( IT), (HI) 
soddisfano a siffalta condizione, s'incomincla a stabilire, in base a questo 
criterio, il principio che : deve darsi la preferenza a quegU ordina- 
menti che introducono come prima operazione la moltipUcazione. 

Passando poi dai campo algebrico-arilmelico al campo algebrico-for- 
male, lio poliito stabilire iin secondo criterio di preferenza poiieiido la 
qnestione ; esiste per le quattro operazioni un ordina,mento : 

Oi, 0,, 0„ Oi, 

tale che ogni risullalo ii ottenalo operando sui numeri indelerminati 
a, b,c, d, ..., u, colle qualtro operazioni comungue eseguite, possa 
anche ottenersi operando dapprima con sole operazioni del tipo 0), 
poi sui risuUati con sole operazioni del tipo O^, e cosi poi con sole O^, 
e per ultimo con sole 0,? 

Avendo riconosciuto che fra i sei ordinamenti in qucstione, soltanLo 
uno, cio6 I'ordinamento (III), 

(III) M, A, S, D, 

pu6 considerarsi come soddislacente alia condizione ora ennnciata, I'in- 
certezza che ancora reslava dopo I'applicazione del primo criterio, si 
trova del tutto eliminata, e si ha al tempo stesso una ricoDferma, ottenuta 
per via afTatto diversa, del principio gik stabilito col primo criterio. 

■i. L'ordinamenio (III) pn6 chiamarsi Vordinamento algebrico delle 
quattro operazioni fondamentali, Invero, se ii e un riaullato ollenulo 
operando in un modo qualunque, sulle indeterminate a, b, c, ..., u, 
colle quattro operazioni, esso pu6 sempre ricondiirsi alia forma : 

dove ognnno dei termini U , V, U', V, sottoposti ai simboli sommatorii, 
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aa,..ahb...b..., 

di fattori sceUi fra le letlere a,b,c, ..., u; e le operazioni che si debbono 
eseguire per calcolare I'espvesaione (A) di Q si succedono appunto secondo 
I'ordine (III). E, precisamente, si esegniranno dapprinaa sole molliplica- 
zioni, poi sole addizioni, poi al piii due sottrazioni e pei' ultimo al piii 
una divisione, Ora la forma (A) 6 appunto, neila siia parle piii sostan- 
ziale, ia forma tipica c\\\ vengono ridotte dagll algebristi tuUe le vane 
funzioni razionali delle variabili a, b,c, ..., u, alio scopo di riconoscerne 
I'identilS, ossia Tcquivalenza dei processi oporativi die le rappreseotano. 



S. Dopochii il campo primordiale deinumcrisia stato es-Leso, mcdiante 
le operazioni di moUiplicazione e di addizione, lino ad abbracciare luLU 
la serie dei numeri natural!, si presenta la queslione della inLrodnzione 
nel calcolo dei nuovi enli aritmelici deslinati a rendere possibili incondi- 
zionalamente le due operazioni inverse, soUrazionc et divisione. 

No? possiamo distinguere Ire modi diversi di inlrodurre nell' aritmelica 
i. numeri negalivi o frazionarii. 

II prime metodo ba per base I'inluizione direlta di unacerla parllcolare 
categoria di grandezze; p. es, I'intuizione geomelrica dei segmenti di 
una rella, mediante la quale noi stabiliamo p. es. I'esistenza di iin seg- 
mento che e la n""" parte di un segmenlo dato, 

II secondo metodo, di indole puramente algebrica, o meglio algoritmica, 
consiste nel chiamare numeri negalivi o frazionarii cerli simboli composti 
coi simboli dei numeri nalurali, pei quali si definiscono opportunamente 
le operazioni di addizione e di molliplicazione. Quesli simboli banno la 
loro giustificazione nel fatto di rendere possibili incondizionatamenle le 
quallro operazioni fondameniali, senza mai condorre a conlradizioni nel 
«ampo dei numeri nalurali preesistenti. 

N^ I'uno, rtk i'altro di questi due metodi pud dirsi pero pienamente 
soddisfacenie; soltanto la rinnione o fusione di entrambi potrebbe forse 
in quclche modo soddisfare. II primo infatti ha il pregio della sponta- 
neila (bench^ anche da questo lato si possa rimproverargli I'indole troppo 
particolare dell' intuizione da cui k dedotto), ma non soddisfa completa- 
menteralgebrisla, Inquantopresuppone dei poslulati, di origine jntuiliva, 
the non sono aff'alto neccssarii a stabilire la teoria puramenlc algoritmica 
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dei nuovi niiroeri. II secondo e sufficienle, di per se solo, a dare tuiLo il 
rigore desiderabile senza premeltere posUilati di sorta alcuna, e soddisfa 
quindi pienamente I'algebrisU piii'O. Se per6 si lien conlo del falto che 
I'oggetto finale dell' algebra § poi sempre qnello di servire alia risoltizione 
dei problem! nati dall' intuiziooe, si ricbiede poi, affinche I'algebra da 
esso coslriiita si possa applicare a cosiflTutU problemi, una inlerpretazione 
acciirata dei processi algoiitmici nel campo dell' inlui^ionc (p. es. geo- 
inetrica) cni essi problemi si riferiscono. 

Se ora si consideri che il numero ha la sua genesi, o meglio la sua es- 
Irlnsecazione naturale, neWintuizione combiiiatoria (') e che, d'allra 
parLe, Tintuizione combinatoria si pii6 riguardare come la madre di ogni 
altro particolare genere d'inliiizione fornilo dal mondo esteriore, o, 
almeno, come il tramite naturale per il quale ogni specie d'intuizione pii6 
rendersi susceuibile di essere sotloposla al calcolo algebrico; se si consi- 
dera tutto ci6, 6 agevole persuaders! che, come lo stesso concetlo di 
uumero ha la sua origine nei piu semplici faui combinalorii, cosi anche 
le operazioni fondamentali dell'aritmecica debbono introdursi in- 
base alia necessity di risolvere i problemi piii elementari deU'intui- 
zione combinatoria. La loro applicazlone a qualsiasi altro jiarlicolare 
genere d'jotulzlone non presenlera allora pii alcuna difficolta, giaccbe, 
come si h detto, rintiiizione combinatoria ^ come wvLintuizione primor- 
diate preesislenle a tutte le altre e da esse inseparabile, 

6. Una stessa scienza puo dar luogo a diverse intuizioni combinatorie 
concrete, a seconda che si tratli di una o di un'altra delle questioni ad essa 
attinenti, I\oi dobbiamo per6 riguardare come malemaliclie, soUanto 
quelle questioni la cui corrispondente intuizione combinatoria sia sus- 
cellibile di essere sottoposta ad un calcolo aritmetico od iper-aritinetico 
(spiegheremo meglio piii tardi il significato preciso di questa locuzioue). 
Tale caloolo, ove esso sia possibile, k caralterizzato : 
i" Da un certo insieme J di oggetti o nnita che voglia dirsi : 
Ui, Ui, Us, ..., 

gencralmenLe parlandoin iiujiiero inlinito. Sono quest! gll oggetli semplici 
(elementi) di cui si occupa quel particolare ramo di scienza che ha date 
luogo all' intuizione combinatoria astralta che si deve sottoporre al calcolo, 
2° Da una certa legge di composizione F, in virlu dclla quale due 
oggetti qualunque U, ed Uydell'insienie J possono co/h/jo^s/ dando origine 

(') Vedi la dtfiniiioiie di tiumero data iielld Noia sopry oitaia. 
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ad «n niiovo oggeLlo die si iiidithera con U,Uy, ovvero con \JjUi, 
a seconda dell'ordine con cui si fa 11 composlo. II nuovo oggeilo U/Uy 
dev'essere ben determinato eJ appartenere alio sLesso insieme J. La legge 
di composizione pu6 esserc dedolla direltamente dall'intnizione concreta 
che ha dato origine all'inluizione comhinaLoria astralta; ma pii6 anche 
essere stabilila artificJosamenie in base alia iegge deJIe eqiiivalenze di cui 
ora parleremo. 

3° Da una certa legge di equivalenza E (legge dei valori) in virtu 
della quale cerii aggregati [che noi possiamo qui ( ' ) rilenere costiUiili da 
un numero finilo di oggelti dell'insieme J] vengono dichiarali equivalent! 
cioe avenli lo Slesso valore. Si dirii che due aggregati qualunqne H e K 
formaii con oggetti di J hanno la stessa imporlanza, o, meglio, lo stesso 
valore, nell'ordine diidee prestabilito dalla scienza di cui si ti'atta, se sia 
lecito, fincbe si resta nel delto ordinc di idee, di sosiitnire I'lino all'allro 
tulle le volte che occorra servirsi dell'iino di essi. 

7. I valori dei singoli aggregati H, K, . . ., che si possono Ibrmare con 
oggeiri di J, si rappreseoleranno con dei simboli, p. es, letterali minu- 
scoli a, 6, C, . - . , a, p, Y, ■ ■ ) che si chiameranno numeri-valori o anche 
semplicemente numeri; giacclie il cancel /o di valore si pud riguardare 
come una eslensione del concetto di numero. L'uguaglianza a^^ p fra i 
simboli numerici a, ^ rappreseiilanli risp. i valori degii aggregati H, K, 
slgnificheri che i due aggregati H e K sono fra loro eqiiivaienti. 

8. Passiamo ora ad occiiparci delle condizioni cui debbono soddisfare 
le due leggi T ed E, affinch^ sia possibile di costruire, per i numeri-valori 
rappresentanti gli aggregati formaii con element! di J, un calcolo aritme- 
tico ad iper-arilmetico, o, come anche diremo piii brevemente, wn'iper- 
aritmetica, la quale, ove ne sia dimoslrata I'esislenza, verra, da noi de- 
signata col simbolo [J, r,E], 

Noi vedremo che le due leggi V ed Ej oltreche soddisfare, ciascuna di 
per se, a certe evenluali condizioni sue proprle, devono anche soddisfare a 
certe condizioni che legano I'una alt'altra, cosicche esse non sono fra loro 
indipendenti. 

III. 

9. La matemalica combinaloria deve innanzi tulto oecuparsi di ricer- 
care quali possano essere le leggi di equivalenza E niatematicamente 



(') Giacche ci occupia 
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accetlaljili, ciofe soddisfacenti a ceni poslulaU che I'esperienxa ha inse- 
gnato doversi ammetlere in qualsiasi scienza in quanto essa sia suscet- 
libile di una tratlazione matematica. 

II prima e piii semplice posUiIaio di qualsiasi legge matemalica di 
equivalenza si e evideniemcnie clie : due aggregate dickiarati equiva- 
lenti ad un terzo esser debbono dickiarati eqiiivalenti fra loro. Se 
qneslo poslidato h verificato, ed a, p, y siano tre numeri-valori quali- 
sivogliano, dalle ugiiaglianze a = -j- e ji = y sara lecilo di dediirre a = p. 

II secoiido postulalo h : se i due aggregati A e B soiio eqiiivalenti 
fra loro, ed H e un altro aggregate gualungue, I'aggregato A, H 
che nasce dalla rianione degli oggetti di A e di H, e equivalente al- 
V aggregate B, A che nasce dalla rianione di B e di H. Queslo postn- 
lalo e di grande importanza, perche, ove esso sia aoddisfalLo, ci sar^ leciLo 
definire la somma di due numeri-valori come segue : per soinnia a+ ^ 
di due numeri valori a e p, s'intende quel numero che rappresenia 
it valore dell' aggregate ottenuto dalla rianione di un aggregato 
di valore a e di un aggregato di valoi'e 'p. 

Dall' essere soddisfatto questo postulate non ne viene di conseguenza 
che sia anche oecessariamente soddisfatto il postulate reciproco. Que- 
st' ultimo deve qiiindi assumersi come un lerzo postulato, cio^ : se I'ag- 
gregato Aj H ^ equivalente all' aggregate B, H, e Vaggregnte A 
equivalente all' aggregato B. 

Conveniamo di dire che un aggregato IC ^ muitipio di un aggregate H, 
secondo il numero naturale n, quando K sia stato ottenuto dalla riunione, 
di n aggregati lulti simili ad H, cio6 formati da unita equivalent!, una 
per una, alle unltJi di H. Possiamo dopo ci6 enunciare, un quarto postu- 
lalo come segue : se due equimultipli degli aggregati A e B sono equi- 
valent!, anche A e B sono fra lero equivalenti. L'iraportanza di queslo 
postulalo apparira in seguito. 

10. Venianmo ora alia legge di composisione T considcrata in relazione 
alia legge E. Essa deve soddisfare alia condizione che se U ed U' sono due 
elementi di J fra lore equivalenti, eY d un elemento qualunque di i, 
i due composti UV ed U'V esser debbono fra loro equivalenti. Le 
stesso dicasi dei due composti VU e VU'. Pertanto, per caratteri^zare la 
legge r, basta definire, sceti a piacere U e V fra gli oggetii non equiva- 
lenti di J, quello di questi stessi oggetti che e equivalente ad UV. 

Pill generalmeote, sa U,, U2, ■.-, Uj„ e V,, Vj, ..,, V„ sono due 
aggregati qualisivogliano formati con oggetti di J, tali che la legge 
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del vnloi'i E riconosca Vequivaleiiza 

Ui,Us, ...,U„, = V,,V3, ..., V,„ 

e C ^ an elemento qualunque dl J, la legge di coinposizione dev' esserc 
tale che anche le eqidvalenze 

UiC,U2C,...,U,„C = ViC. VaC, ...,V„G 
GU„GUi, ...,Cli,„ = CVi.CV^, ....CV„ 

sianofra quelle riconosciute dalla tegge E. 

Se sono soddisfaite quesLe condizioni, die possiamo rappreseiiLarc sim- 
bolicamcnte con 

(B) lic = i;, ci!: = E, 

possiamo definire il prodotto di due niimeri-valori a, ^ come segue ; per 
prodotto ap del due numeri a, ^ si intenderd. il numero che rappre- 
senta il valore dell' aggregate che nasce dal comporre an aggre- 
gate di valore a con an aggregate di valore |3. Per composto dei due 
aggregaii intendiaiiio, naluralmeQle, I'aggregato di tntti gli oggelli che 
oascono dal compofre imo qiialunqne degli eiemenli del primo aggregalo 
con uoo qualunque degli elementi del secondo. 

H . Se, essendo U, V, W tre elementi qualisivogliano di J, il significato 
di U (VW) sia equivalenle a quelle di (UV)'W, si dirS che la legge T 
gode della proprieik associativa. FJ manifesto che in tal caso, nell' iper- 
arilmelica [J,r,E] il prodotto di piii, numeri godr^ della proprieta 
associativa, come nell' aritmelica ordinaria. 

Se poi, qualunque siano i due elementi U, V di J, il significato dl UV 
sia equivalenle al significato di VU, si dira che la legge T gode della pro- 
•pv'iGl^ commutativa. In ta! caso il prodotto di due o piu numeri qualisi- 
vogliano sar^, neir iper-aritmetica [J, r,E] indipendente dall'ovdine dei 
fattori. 

La propriety distributiva del prodotto di due numeri sussisterii poi in 
ogni caso, purche la legge V soddisfi alle condizioni (B). 

i2. Se la legge T gode della proprieta associativa, si poira dire clie 
gli elementi di J formano un gruppo, rispetlo alia legge l', nel senso 
altribuito oggi a questa parola nella teoria delle operazioni (p. es. nclla 
leoria delle sostituzioni). 

In parlicolare : se J e un ordinario gruppo abeliano, soddisfaceiite 
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alle condizioni (B), esso dard. origine ad an' iper-aritmelica nella 
quale I' operasione diprodotto godra, come nelV arUmetica ordinaria, 
delta proprieta associativa, commutativa e distributiva. 

E facile riconoscere che ogni ordinario griippo abeliano dara hiogo 
efiettivaraente a qiielche i[)er-ariliTielica; giacch^ bastera p. es, di 
assumere come legge E la legge che non riconosce aiciina equivaleoza fra 
aggregali che non siano simili. 

Da ciascuna delle (B) segue poi che, affmche una legge E sia associabile 
ad.nn gruppo J alio scopo di dare origine ad iin' iper-arilmelica, e neces- 
sario che il gruppo J sia isomor/o olvedricamenle, ad un gruppo di 
soslitiizioni, fra gli oggetti di I, il quale lasci inallei-alo il sistema delle 
ecjuivalenze riconoscinte dalle legge R. 

Qiieslo risaliato si pii6 esprimere hrevemenle dicendo che il sistema 
delle equivalenze riconosciule dalla legge E dei^^essere invariante 
per tuUe le sostituzioni di un gruppo isomor/o a( gruppo I. 

13. Quando I rappresenta non solamente nn insieme di oggetli, ma 
anche un gnippo, I'iper-aiilmelica, originala da 1 e da im cerlo sisiema 
di equivalenze E, si polra rappresentare piii semplicemente con [I, EJ. 

Dalle cose dette si pu6 ora dednrre il teorema : se I & un gruppo qua- 
lunque, ed E un sistema qualunque di equivalenze, fra gli aggregati 
formati cogli elementi di I, esiste sempre un' iper-aritmetlca [I, E'], 
nella quale I'operazione di moltiplicazione gode della propriety 
associativa e distributiva [ed anche delta commutativa, se I e 
abeliano ), essendo E' un sistema di equivalenze, che conliene in se il 
sistema I. Bastera infatti aggiiingere ad E tulte le equivalenze deducibili 
da quelle di E colie sostituzioni dell'uno e deiraltro gruppo V isomorfo 
a r, di cui si S sopra parJato. 

IV 

14-, Nelle cose sin qui dette si trovano tracciate le linee general! per la 
coslruzione dei fondamenli, cosi delle infinite iper-aritmctiche, come 
dell'aritmelica ordinaria che ne e un caso affalLo particolare. Questo modo 
di stabilire i primi fondamenli hail grande vantaggio di mellere in piena 
luce I'indole combinatoria della genesi dell'aritmelica ; cioe come essa 
derivi sponlaneamente da alcuni falti combinatorii ad essa preesistenti. 
Per quesia via viesce manifesLo come il concetto di gruppo e quello ad 
esso afline di invarianiivicd, che soltanto dopo lanli secoli, anzi, si 
potrebbe dire, quasi soltanto ai noslri giorni, si sono imposti come 1 
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fatlori pill essenziali dei modern! progressi dell'alta algebra, erano invece 
gia latenti neglislessi primissimi priacipii deirarilmetica, dai qnali sono 
organicatnente inseparabili. £ qui piii clie mai il caso di dire, col pro- 
verbio, che gli estremi si toccano. 

Perlanto e fuori di dubbio che il premeLtere airinscgnameiiLo deli'arit- 
metica, a guisa di preparaMoiie propedeiitica, alcnni pochi principii di 
matematica combinatoria, per gettare siibito dope i fondamenU 
dell'aritmetica stessa in modo conforme alia sua genesi combinatoria, e 
la via piu breve e piii sicura per giiingere con melodo nalurale ed uniforme 
alle velte piii eccelse dell'algebra odierna; a quelle velte sulle quail I'ele- 
mento combinalorio brilla, gia da oUre mezzo secolo, di luce meridiana. 

15. Aggiungeremo ancora, prima dichiudere, che, per il caso paiticolare 
deU'arilmetica ordinaria { estesaainumeri negalivie frazionarii), I'insieme 
I c cosLlmito da due serie dl element! ; 

Vf, V<:f\ V'i'\ ... 

ed 

U'l, U's, U;, .... 

La leggc dei valorl E e rapprescntata dalle equivalenzc : 

v'f, u;- = o , (i= I, -1,3, ...) 

dove rappreseiiia il niente, cioe I'aggregato fiLtizio che non coniicne 
alcun oggetlo, e dalle equivalenze : 

dove con (U;;)', (U^)' . • . s'intendono oggelli equivalenli ad Ul,"'. 

QtianLopoiallaleggedicomposizioner, essa e rappresentata necessaria- 
mente (come si potrebbe dimostrare invocando il postutalo 1V° .sulle 
leggi di equivalenza) dal gruppo abeliano : 

Umu;^> = U<,'^+^' , (|ji,v = 1, a, 3,...) 

dove (u + v) rappresenla quello dei due numeri o ed i ciii e coiignin 
la sonima [J. + v (mod. 2). 

Nota i". — Al momenlo In cui sLa per passare alia stampa que.sla co- 
municazione da me fatta nell' Agosto 1900, mi sia lecito di aggiuirgere 
che il metodo da me proposto per la trattazione dei primi fondaraenti 
dell'aritmelica ordinaria e gia stato da me sLesso trasporlato nel campo 
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della pratica nel primo fascicolo, che g!^ si^ pubblicato, deile niie Isiltu- 
zioni di Analisi algebrica (Napoli, editore B, Pellerano, 1902). 

Sarebbe desiderabile che si facesse altreLtanio per i Quale/'iiioni, 
ormai gi^ laiilo conosciuli, che rappresenOno, fra le iper-aritmetiche, 
lino dei casi parlieolari piii semplici ed inleressauti. 

NoTA 2". — Mi permelto anche di aggiungere, sia pure a sempllcc 
titolo di curiosilii, un' osservazione da me fatia posleriorraenle alia mia 
coiimnicazione; cio6 che I'ordinanieiilo algebrico delle qnalLro opera- 
zloni fondamenlali : 

Moltiplicazione, Addizione, Soitrazione, Divisions 

e in certo modo suggerito, pur reslando nel campo dei mimeri naturaii 
propiiamente deiti (cioe dei niimeri inieri e positivi, esclusi I'u'nit^ e to 
zero) dall'ordine di successione qiiantiialiva : 

Quesle rclazioni sono infatti senipre \ere sc a e b sono due numeri nalu- 
rali jiiopri.iracmc delli, per i qiiali siario possibili le qiiattro opcrazioni 
nel campo di qiiesli stessi numeri. 
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SUR 
LES DIVERS MODES D'APJ'LTGATION 

METIIODE GRAPHIQUE A L'ART DU CALCUL, 

CALCUL G15API1I0UE KT CALCUL KOMOGIiAPHIQUE, 
Par Maurice d'OCAGNE {Paths). 



L'an du calcul, en Lant qti'il Iiilervient clans les applicalions d'oidre 
technique, a 6te compl^temenL renoitvel^, dans la seconde moitie du 
si^cle qui finit, par la generalisaiion de I'emploi des melhodes gra- 
pliiques. 

Cette ropi'de et vaslc extension porte en soi la preiive des avantag^es pra- 
tiques qui s'altachent & de lelles m^thocles. Les hommes techniques, son- 
cieux avant tout d'(5conomiser leur temps el leur peine, ne se laissent 
point s^duire par la Leaut^ intrinseqiie des theories qu'on leur propose; 
arriver par la voie la plus commode, la plus rapide, ofi se rencontrent le 
moins de chances d'erreurs, au r^sultat dont ils onl besoin, telle est, en 
cet ordie d'id6es, leur seule preoccupation. La-faveur si g^n^rale qu'ont 
troitvee auprfes d'eux les proc^d^s graphiques prouve done que ceux-ci 
sont dou^s de tels avantages. Aussi,pei( k pen, une place a-t-elle (5t6faite 
a ces proced^s dans I'enseignement des ecoles techniques'. Mais ici, les 
applications ont, peut-on dire, precede la theorie. C'est des solutions 
particulieres imagin^es en viie de problfemes sp^ciaux que se sonl degag^s 
k la longue les principes g^n^raux susceptibles d'un mode d'esposition 
didaclique. II a pa en resulter certaine confusion d'id^es que I'on ren- 
contre dans divers ecriis, qu'il nous a d^jJi ^te donn^ de signaler a plu- 
sieurs reprises, mais sur laquelle nous crojons utile d'insister de nouveau 
aiin, si possible, de la dissiper d^finitivement. 

L'id^e dont on doit se biert p^netrer pour ^viter cette confusion, c'est 
que les divers proc^d^s de calcul qui reposent sur Temploi dn graphique 
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d^rivent dc deux modes g'eneraux, parfailement distincts I'un de I'autre,. 
de figurer par le dcssin les operations arithm^tiqiies donl rcnsemble exe- 
cute snr certains nombres constitue le calcul. 

En premier lieu, ayant represente les divers nombres intcrvenans 
dans le calcul par certains Elements giomitriques aisiment tnesu- 
rabies dont Us constituent prSciseme.nt les valeurs, avec une certaine 
unite convenue, on peut effectuer sur ces elements une construction 
geom&trique aboutissant a un element de mime espdce dont la gran- 
deur mesurie avec la meme unite fasse precisement connattre le re- 
sultat de calcul cherche. 

Ces elements geom^triques seront presque toujoors des segments de 
droile, parfois des angles, plus rarement des aires simples, particuliere- 
ment des aires rectangulaires. 

L'ensemble de ces procedes constitue le Calcul graphique proprement 

dit dont, en i84o, sous le titre bien choisi de Calcul par le trait, Cou- 

sJnerj a, pour la premiere fois, donn^ un expose de quelque gencraJite. 

A tilre d'exemple, void une 6l6ganle sohuion par le trait, due a 

M. Lill, de I'eqaaUon du second degrd 



Ayant pris deux axes rectangulaires Ox et Oy, marquons sur I'axc Oy 




Ic point A dont i'ordonnce est egalc a I'unite de longueur clioisie, puij 
le point B dont les coordonnees, mesurees avec cette unite, sont 

on =—p, HB = J. 

Le cercle dScrit sur AB comme dlam^lre coupe I'axe Oa^ en des points 
donl les abscisses OM el ON, mesurees lonjours avec la m^me unite, sont 
les racines de I'equation proposee. 

L'applicalion la plus vaste, la plus importanic ct la mie\ix coordonnee 
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dii calciil graphique est celle qui vise la recherche des conditions dc sla- 
bilil^ el de resistance des constructions et qui a donn6 naissance a la sta- 
tique graphique de Culmann. 

Encore CO nvient-il deremarquerlecaract^re propre de cette branche spe- 
ciale dii calcul graphique. Ici, on n'a pas k suhslituer, comme dans le cas 
general, a des nombres soumis au calcul, des segments de droite mesiir^s par 
ces nombres, sur lesquels on ail k effecluer ime certaine construction, Lcs 
donn6es sont fournies sous la forme mfime de tels segments dont non seu- 
lemenl la longueur mais encore la position relative inl6resse la question. 
L'objet de la slalique graphique est de deduire de ces donnSes graphiques 
certains resultats de in^me forme par des traces d^rivanl syslematique- 
ment de certaiues notions fondamentales comme le poljgone des forces 
et le polygene funiculaire. Ces resultats ne seraient atleinls sans cela 
qu'au prix de calculs longs el fastidieus dont les traces efTeclu^s four- 
nissentrequivaleni graphique et, par U, le sujet se raltache au calcul g6- 
n^ral par le irait; mais la question, comme on voit, est d'essence un peu 
difierenfe. 

Passons an second mode d' intervention de la m^thode graphique dans 
le doinaine.du calcul. II nes'agit plus ici de combiner par une construction 
des elements g^om^triques dont les grandeurs repr^sentent des nombres 
soumis a certain calcul, mais de fournir une sorte d'image des lois mathe- 
matiques ^nonc^es symboliquemenl dans les formules algcbriques, de 
faQon a avoir, par une simple lecture, le r^sultat fourni par ces formules 
poui- des donn^es numeriques quelconques. 

On con^oit que si I'on consid&re les cotes d'un systeme simplement 
infini d'elements geometriques quelconques {points, droites, courbes) 
comme les valeurs pouvant Stre attributes h une variable intercenant 
dans une equation, et si les syslimes cot4s correspondant aux diverses 
variables liees par cette equation coexistent soil sur un mdme plan, 
soit sur divers plans superposes dont onpeut faire varier la position 
relative, le lien constitue entre ces variables par I'iquation pourra 
se traduire par une relation simple de position entre les ^Uments 
cotSs correspondants, en sorte qu'eiant connues les valeurs de toutes 
ces variables moins une on n'aura, pour avoir celle de la dernikre, 
qu'd- faire une lecture sur le tableau formA par I'ensemble des sys- 
iimes cotes enobsercant la relation de position qui equivaut a V Equa- 
tion consider ie. 

Par exemple, si Irois sjstemes de lignes cotees coexistent sur un mSme 
plan, la relation de position la plus simple a ctablir cntrc lignes prises 
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respective 111 ent dans ces trois sysL^mes sera de passer par un m^me poinl.. 
Les coles correspondantes salisferont alors a una certaine equaiiondonl 
on aura atnsi la representation. 

L'ensembic de ces sjst^mes d'el^ments col^s, complete par la connais- 
sance de la relation de position k ^tablir enlre enx, constltne un abaque 
ou nomogramme ( ' ) de I'equation propos^e. La Nomographie fail con- 
naitre tous les Ijpes possibles de nomogrammes applicables k des Equa- 
tions a un nombre quelconque de variables ( - ), 

Notons en passant que ceite fa^on IrSs gen^rale d'envisager les nomo- 
grammes permet de classer parmi eiix les regies k calcul si repandues 
anjourd'hui dans la pratique ('). 

On voit asscK, apr^s ce qui vient d'^tte dlt, en quoi le calcul nomo- 
graphique se differencie du calcul grapliique proprement dit : void, pai- 
exemple, pour rendre les id^es plus claires, une solution nomographiqae 
de I'^qualion du second degre ^crite plus haut : 

Aus valeurs de p correspondent les coles des points de I'axe de gauche 
de \^Jig- 2, aux valeurs de cj les cotes des points de I'axe de droite, auit 
valeurs des racines positives les coles des points de la branche d'lijper- 
bole, points oblenus d'ailleurs individuellement, pour une cote donnee, 
par une construction lin^aire des plus simples (' }. La relation de posi- 
tion consiste dans I'aiignement des points (/)), (q) et (s) sur une mfime 
drolle. 

Alors que le calcul graphique exige une Epure pour chaque elat parli- 
culier des donnees, le calcul nomographique fournit a la fois le r^sultat 
pour tous les etats possibles des donnees, cntre les limiles, bien entendu , 
des graduations du nomogramme. 

Ce n'est pas a dire qu'il existe entre ces deux genres de solution une 



(I) Le terme A'abaque, propose d'abord pour les tableaux graphiques offraiit la 
disposition d'un damier (aSo;5)i s'est irouve, par I'usage, ^tendu & toute esp^ce 
de mode de representation eoiee des Equations. M. le professeur Schilling, de 
rUniversile de Gciltingen, qui a puissamment contribue a faire connaltre la theorie 
nouvelle en AUemagne (el qui a mfime publie en sa langue un r6sum6 de I'Ouvrage 
cite ci-dessous), a propose de subsiituer a ce terme celiii de nomogramme, eiy- 
mologiqueraent bien plus general. Nous nous rallions bien volonliers a cette pro- 
posilion qui n'est venue 4 notre connaissance qu'au moment de I'impression de la 
pr^sente Note (Janvier T902). 

(>) Traiti de Nomographie, par Mai'IUcg n'OcAGisK; Paris, Gauthiers-Villars; 
1899- 

( = ) Loo cit., Gh. V, Sect. 11. 

(v) Loc.cit.,-^. iS4. 
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barrifere infrarichissable rendanl impossible ia reduclion de I'nn a I'auLre, 
En consid^rant les lieux g^om^triqiies des points qui inlerviennent dans 
une construction lorsque, conservant la mgme valeur pour nne des don- 
n^es, on suppose que les autres variant, on cstamene a un nomogramme. 
Un exemple bien simple pr6cisera ce qu'il faul entendre par la. Soit i» 
constriiire la formule 



Prenanl sur Caxe O^ le s 



t OA = x; surl'axe Oy, perpendiculaire 




ail premier, le segnaent 08=:_y, et elevant en A. et B, respeclivement 
a Ox et a Oy, des perpendiciilaires qui se coupent en P, on a OP ^= z. 
Or, pour X restanl constant, Ic point P deceit line perpendiculaire a Ox; 
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ponr J' constant line perpendiciilaire a Oy; pour 3 constant un cercle de 
centre 0. De la un abaque constilu^ par un quadrillage a axes parallcles 
a Ox et a Oy sur leqiiel sont traces des cercles de centre O. 

On ne peul pas dire que r^ciproquemenl tout nomogramme soil de 
nature a donner naissance k une construction par le trait, attendu d'une 
part qu'il j intervient soiivent des lignes autres que la droile ou le cercte, 
d'auire pari que des graduations ne sont pas toujours reductibles k de 
simples mesures de segments de droile ou d'angles, les seules qui soienl 
admissibles sur une epure. Ces graduations peuvent denver de cerlaines 
foDCtions Iran seen dan les, de la fonction logarithmique en parliculier, ou 
m^me de cerlaines lois purement empiriques ('), ce qui, par parenthese, 
permet a la Nomographic de parcourir un champ bien plus eteodu. 

Mais s'il est possible d'^tablir des pouts d'un domaine a I'autre, ii n'en 
reste pas moins acquis qu'ils sont esseutiellement distincts. 11 est certes 
bien naturel que I'analogie du but poursuivi d"une part par le calcul gra- 
phique, de I'autre par le calcul nomographique, les rapproche parfois 
dans les programmes d'^tudes des ecoles techniques; mais il couvient, 
pour le bon ordre et la logique, de maintenir k chacun d'eux son antono- 
mie propre en faisant ressortir nettement la difT^rence de leurs points 
dc vue. 
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SUR L'UTILIT]!; 
PUBLICATION DE CERTAINS R ENSEIGNEMENTS 

BIBLIOGRAPHIQUES EN MATHMATIQUES 

Pah M. Eu. MAILLET (Paris). 



II y a en Mat!iematic[ne3 un grand nomLre de sujets a Irailer, que 1 on 
peut aborder en ne lisant quVm nombre restrejnl de M^moires ou Livi-es. 
L'indication de ces siijels el des M6inoires ou Livres correspondants pour- 
rail ^conomiser beaucoup de temps k bien des Mathematiciens. 

D'uae pari, cens qui desirent s'occuper de plusieurs branches des Matb^- 
matiques le feraient avec plus de facilile. Des indications de ce genre 
pourraient ^viter k qiielques-uns I'enniii de faire des recherdies biblio- 
graphiques inutiles, ou de s'apercevoir aprfis coup que les resultats qu ils 
ont obtenus sont d^j& connus en tout ou en parlie. Ce serait en tout cas 
pour euK une Economic de temps. 

D'autre part, en presence du developpement croissanl des Travaux 
malJiemaliques, bien des amateurs el des debutants qui ont d'autres occu- 
pations, qui sont parfois effray^s et rebutes par les rechcrcbes bibJiogra- 
pbiques, et sont comme perdus dans une bibliothSque un peu conside- 
rable, s'ils en ont une S leur disposition, qui lisenl un peu au basard et 
qui ont beaucoup de peine pour trouver un sujetint^ressanl ^trailer, sont 
conduits a abandonner I'elude des Math^niatiques ou n'arrivent a rien. 

Les indications dont nous avons parl^ plus haul eviteraient a ces ama- 
teurs et a ces debutants les lectures en partie inutiles, les tSlonnements et 
le decouragement qui peut en r^sulter. Elles pourraient d^velopper leur 
gout pour les Mathematiques, surtout s'iis r^ussissent une premiere fois, 
et augmenter leur nombre. 

Les demarcbes personnelies en vue de renseignemenis verbauspeuvent 
bien rem^dier en partie it ces inconv^nients ; mais les amateurs et surlout 
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les debutants ne savent pas la pinparl du tenips qui consuUer; de plus les 
m^mes renseignemenis, une fois publics, s'adresseraient a tous les Ma- 
lliematiciens et non a un seiil. 

On a dej& fait bien des choses dans cette voic ; il nous suffira de ciler 
par exemple le Repertoire bibliographique des Sciences mathema- 
tiques, le Bulletin des Sciences mathematiques de M, Darboiix, le 
Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik , le Reciieil Scientia, 
VIntermSdiaire des MatMmaticiens, etc. 

Certains Trait^s ou M^moires renfermenl parfois des indications de 
celle nature, plus ou moins competes. Mais il fanl penser ^les consullev. 

Pour repondre aux vcenx que nous ^mettons ici il faudrait, croyons-nous, 
pour chaqoe siijet d'^tude, une Notice courte, avec les renseignements 
bibliographiqiies indispensables, les indications du sujet a trailer, de 
son degre de difficult^, el des langues h. connaitre. Certains journaux, 
Vlntermediaire des Mathematiciens ou V E nseignement mathimatique, 
publieraient sans doute volonliers une pareille Notice; on poiirrail par la 
suile la completer cliaque fois que la question ferail un pas important. 

Au boul d'un certain temps, un Reciieil de pareils sujcts pourrait etre 
public par un ^diteur. 

Pour rendre plus claire noire pens^e et la preciser, nous nc croyons 
pouvoir faire raieux que de prendre un exemple; on nous exciisera d'y 
citer nos Travaux : il est bien evident que ce soul souvent ccux qui onl 
public des Memoircs sur une questlori qui peuvenl indiqirer un sujet a 
Iraiter s'y rapportant. 

Dernier th6orfeme de Fermat : x'" -^ y"^ ^^ &•" . 

Fermat a ^nonctS sans demonstration cette propri^te : 

« L'^qualion indtilerminee x"^ -y- y"^ ^^ z'^ esl impossible en nombres 
eotiers quand m est enlier >- a. » 

Ce th^or^me n'est pas encore compUtement d^monir^. Pour en aborder 
lYtude, lire : 

Serrel, Alghhre superieure; Legendre, Mem. de I'Institut, iSaS 
Dirichlet et Dedekind, Zahlentkeorie et Baclimann, Theorie der Kreis 
theilung; ou, au lieu de ces deux livres, Bachmann, Zahlentkeorie 
Kummer, J. de Math., t. XVI, /. far Math., iSS^, 1846, 1S47, i85o 
el Abhandlungen der Wiss. zu Berlin, 1857; Mirimanoif, J. filrMath. 
Hilberl, Maillet, Mem. de VAssoc. Jrang. pour I'avanc. des Sciences, 
1897; Compt. rend, de I' Acad, des Sc, juitlet i^g^et Acta mat., igc 

II faut pouvoir lire suffisamment I'allemand et le franqais. 
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On peiU se contenler d'essayer de demontrer que x*-' -\- y'-' ^ ^' 
(X nombre premier) etit impossible en nombres enliers premiers entre 
eiix pour toute valeur de t siip^rieure k une certaine limite fonction 
de \ : ce iheoreme est dejk ^tabli quand a:, y^ z sont premiers entre eux 
eta ).. Le siijei est tr^s difficile. 

Enfinl'on pent ^tudier plus g^neralemcntlesiJqLialioiis«J^'^-i- hy'^- --- cz'' 
ou d'anlres de m^me forme ('). 



(I) Des indications de cette nature pour un grand nombre de points de la science 
mathemalfque difficiles ou non, et resumant, en qiielques lignes, I'Slat de chaque 
question et les progres a accomplir, seraienl insirees tr^s volontiers par VInterme- 
diaire des Maih^maticiens. 
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SUR LA 

LANGUE INTERNATIONALE AUXILIAIRE 

M. LE DOaXEUR ZaMENHOF, CONNUE sous T.E NOM n' " ESrHIlANTO «, 

Par M. Oil. MERAY (Duois), 

(CoTDTnunicatioii pr^senlSe par M. C.-A.. Laisa^'t.) 



Devant iin Congr^s de Malhematiciens, il serait pHcril d'insislcr sur la 
ti'^3 graiidc incommodite qii'infligcnt aus savants, plus encore qu'au com- 
mun des liommes civilises, la diversity des langues et la difficulte de leur 
acquisition pour les Strangers. Cetle situation, que ies hommes de science 
connaissent trop ct donl tons ont souffert plus ou moins, a fait naitre 
depnis bien longtemps le besoin de quelque idiome conventionnel, pou- 
vanl servir d'interpr^le commnn entre les gens nn pcu instruits de tons 
pays, qui ne parlent pas une mgme langue natiirelle. Ce besoin est si ancien, 
si certain, que d^s I'^poque oil la guerre a cess^ d'etre I'uniqiie preoccu- 
pation des peuples europeens dans leiirs rapports les iins avec les aulres, 
il a cherche satisfaction et en a trouv^ un commencement dans I'emploi 
du latin. II est si persistant, que, malgrc la difficult^ propre du latin, quf 
est tr&s grandc; malgre sa pauvrel^ devenue excessive relativenient aux 
exigences de la pensee moderne, cette langue, qiii pourtanl s'etail laissee 
mourir, n'est pas encore tout k (ait abandonn^e par la litterature scienti- 
fique intemationale. L'acuite croissante du m^me besoin, I'insuffisance du 
latin en m^me temps, sont surtout d^monlrees par les i 5o langues inter- 
nationales ajant, d'apr^s les ^rudits, esisle, au moins en projet, pendant 
le cours des deux derniers siecles, par les langues notivelles de ce genre 
qu'a cette beure I'imaginalion des invenleurs ne sc lasse pas encore de 
nous proposer, par I'histoire assez recente dii Volapuk, I'une de ces 
langues artificielles, ayanl certes des qualit<5s, qui, avant de succomber 
sous le poids de graves d6fauts, a eu un commencement de diffusion et a 
joiii un instant d'une tr^s grande faveur. 
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La laDgue Esperanto, cr^^e par M. le D'' Zamenbof, de Varsovie, et 
publieeen 1 887, fait en ce moment, dans son extension, desprogfesde jour 
en jour plus marqu6s, et ses adeples, tant nouveaux qu'anciens, sont una- 
nimes 4 proclamer qu'enfin elle a apporie la solution, si longtenips d^sir^e 
et infructueusement poursuivie, a ce probl^me capital d'une langiie inter- 
nationale auxiliaire. M'etant range de tons points it celte opinion, des 
ines premiers pas fails dans IMtude cxtraordinairement facile de cette 
langue dont un hasard datant de quelqnes mois m'avait r^vel^ I'exisience, 
6tude enlreprise, je peux le dire, par simple curiosity et avec beaucoop 
de scepticisme, puis m'6tant aper^u avec la derniere surprise qu'elle etail 
absolument ignor^e des savants, j'ai chercli6 aussitfit h atlirer leur atten- 
tion sur elle. Certains esprils, domin^s par une conception irreflecliie et 
imparfaite du rflle raisonnablement assignable k une langue artificielle 
auxiliaire, ont accueilli mes suggestions avec une grande defiance qui 
ponrtant n'a pas dit encore son d«rnier mot. D'autres, subissant peiit-etre 
i'impression trop f^cheuse qu'a laissee IMchec reienlissant du Volapnk, 
butes, en lonlcas, a I'idee fixe qn'un problemc creuse si longlemps sans 
succ^s ne pouvait qu'^tre insoluble, se sont content^s de leur opposer la 
question pr^alable, en souriant mSme quelqnefois coniiue k I'annonce de 
la d^couverle du mouvement perp^tuel, Mais j'ai eu aussi la satisfaction 
d'en rencontrer quelques-iins, qui ont bien voulu m'ecouter, qui, plus 
prudents et a\is6s que les aulres, ont tenu, comme je I'avais fail, & jeter 
ies yeux sur I'Esperanto, et qui, apres eel exanien, n'onl pas h6sile plus 
■que moi k le juger capable de rendre tres promptement Ies plus grands 
services aux sciences, comme a toutes affaires aj'ant on cAl^ international. 

Les points suivants sont ceux sur lesquels i! me parait Ic plus desirable 
que I'attention du Congr^s s'arrete. 

I. La facility de I'acquisition de I'Esperanto, facility incomparable et sj 
grande qu'elle ne manque jamais de surprendre et de charmer les nou- 
veaux adeples, m^me pr^venus par les affirmations les plus optimisies. 

II. L'^lat actueldc la diflusion de ['Esperanto et ses progr^s quolidicns; 
rdalis^s, pour la plus grande partie, par des recrucs ne posscdant guere 
qu'une instruction moyenne, ils semblent ne plus atlendre qu'une impul- 
sion venant d'un pen haul, pour passer rapidement an point oil la langue 
rendra, dans leur plenitude, Ies services varies qui sont attendus d'elle. 

III. Fansset<5 des prejuges consistant a croire que loute langue non 
malernelle estforeement difficile, et surtout, qu'une langue internalionale 
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aiixiliaire, ne peut fonclionner ulilemenl, a molns d'etre devenue uni- 
verselle el exclusive i moins d'etre comprise el parl^e in^me par les 
classes illetlrees de la Socieic. 

IV. Inaplitnde dii lalin a reprendre desormais le rflle de langue ioLer- 
naiionale auxiliaire, que la force dcs clioscs lai a pen & pen arracli^. 

Je termine en sigiialant au Congr^s I'existence d'appr^ciations des plus 
favorables qui ont it& forniulees sur I'Esperanto par des hommes d'une 
Iris haule valeur, parmi lesqoels : M. Max Midler, Associ^ etraoger de 
I'Acadeinie des InscripLioQS et Belles-Letlres; M. Ernest Naviile, Associe 
elranger de I'Acad^mie des Sciences morales ct poliliques; M. G. Picot, 
Secretaire perp^lucl de cette derniere Aeademie ; M. L. TolsloV, Ic celebre 
ecrivain russe, elc. 

P.-S. — ■ Depuis la date de ces lignes, I'EsperaiiLo a gagne un lerraiii 
presque incrojable, a commencer par line estime s^rieiise et toujours 
grandissanle dans les milieux h hauie culiure inlellecluelle, ou nagn^re 
son nom nifime ^lait inconnu. Les faits suivants, qui sont maCeriels, suf- 
fisent a eu marquer I'etendue : en juin dernier, les Editions primitives des 
Manuelsde la langue, jnsque-la d'un ecoulemeiit fort calme, ont ^t^ lout ii 
coup ^puisees par I'enlevement de i5oo series demand^es en moins de 
trois mois ; k la hSte on ^crit, la maison Hachette et C" celle fois imprime 
une nouvelle s^rie bien meilleure, et ses deux derniers num^ros ^taient 
encore sous presse que le tirage du premier etait de nouveau ^puis^. 
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POSTULATS DE LA GEOMETRIE 

DANS L'ENSEIGNEMENT, 

Par G.VERONESE (Padoue). 
(Traduction dc MM. It. BRrcAKD et E. DupoacQ.) 



Les reclierches siir les principes de Itt Geomiitrie ont, dans le coitrs dc 
ce si^cle, enrichi la Science tie nouveaiix rcsuluts importants, de mctbodes 
gen^rales et f^condes, et ont de plus ouvert aux philosophes de nonvelles 
voies d' investigations sur la th^orie de la connaissance des concepts 
fondamenlaux des Matli^maliques; doivent-ils rester sans influence sur 
I'enseignement de la Geometrie rationnelle ^l^mentaire, lorsque le but 
in^me de cet enseigneinent est de conlribiier k preparer I'esprit aux 
Etudes superieures, en I'habituant au raisonnement rigoureux? 

Depuis qixe ces recberches ont mis en Evidence les defants du lexte 
d'EucIide, qiii avait servi diirant plusiears siecles k I'^ducation matWma- 
tique de la jeunesse, si I'on vent faire un Ouvrage serienx, t6moignant de 
quelque progres, ne doit-on pas se preoccuper de la nature, du rSle des 
postiilats, de leurs relations inlimes et des liens qui unissent les diverses 
theories et les methodes variees que ces recberches ont fait ^clore ? Pour- 
lant, si Euclide fut lui-mgnie un grand g^omfetre, n'est-ce pas precise- 
ment parce que I'ouvrage qu'il composa repondait aux vues de son 
epoque? El la fortune qui accueilUt en France et ailleurs iea Elements 
de Lcgendre, peut-^tre fut-elle due surtout ^ la nouveaute des metbodes 
et des idees qu'ils cootiennent. Quant k ceux qui affirment aujourd'bui 
que, pour ecrire un nouveau traits, on n'a pas a se preoccuper d'etiides 
critiques sur les principes de la G^om^trie, ils devraient prouver que I'en- 
seignement ^l^mentaire est parvenu a son plus haut degr^ de perfection. 
D'ailleurs, mSme sans avoir la patience ou I'audace de composer un nou- 
veau trait^, le professeur qui voudra neanmoins en cboisir un bon a 
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I'usage de ses el^ves, comment pouvra-t-il convenablement guider son 
ckoix, s'U ne s'inl^resse pas lui-m^me a ces qiieslions? Touies les dis- 
cussions ausqnelles a donn6 lieu le Leste d'Euclide demonlrent clairement 
que le probUme didactique depend du probl^me scientifique relatif aux 
postulats. Nous parlous, bleu entendu, du probiSme didactiqiie qui se pose 
daus I'enseignenienl classique, dont I'objeclif esl le mSme dans tous les 
pa)'s civilises, et qui s'occupe partout des mSmes sujets, a pari queiques 
variations, d'une nation k I'aulre, porlant sur la quantite des mati^res, 
mais non sur la quality. Quant aux ecoles sp^ciales, qui preparenl aux 
bautes Etudes techniques, les Math^matiques doivenl, plus encore que dans 
I'enseignement classique (oii les etudes litteraires sont plus d^veloppees), 
y contribuer a la formation de I'esprit et au culte du vrai. Concilier les 
exigences de la Science, celles de I'enseignement, et aussi celies de I'in- 
telligence mojenne des ^l^ves, tel est done, selon nous, le but que doit 
se proposer I'auleur d'un nouveau traits de G^ometrie elementaire. It 
est n^cessaire, enfin, que les professeurs aient foi dans le progres de la 
Science, et qu'ils se d^barrassent de prejuges : car, dans toutes les parties 
des Mathematiques, il n'en est pas oii les prejuges soient plus solidement 
enraciues que dans celle des principes, ou il est si facile de traveslir les 
pensees des autres, que ce soit a cause de robscurite ou sont incon- 
sciemmenl tombes queiques auleurs illustres, ou encore par suite d'une 
critique peu attentive et peu eonsciencieuse. Et il en est surlout ainsi 
dans I'enseignement, par suite de Thabitude que prennent certains pro- 
fesseurs d'enseigner aveuglement les Mathematiques k I'aide d'une me- 
tbode donn^e, ce qui les met dans I'impossibilit^ de se renouveler et les 
pousse a m^priser le nouveau. 

Comment done concilier les exigences de la Science et de I'enseigne- 
ment? II sera lout d'abord avantageux de rechercher a quel point on 
y est parvenu jusqu'ici, celle recherche reslant mieux determin^e et plus 
simple. Ce fut Legendre qui, le premier depuis Euclide, tenta dans ses 
Elements une reforme de I'enseignemeul de la G6om^lrie, et ces M'le- 
ments, qui datent de I'^poque de la Revolution fran^aise, furent long- 
temps comme le nouveau code de la Geometric Elementaire, m^me en 
Italic; aujourd'hul encore, leur influence est manifesle sur les trailEs 
francais modernes dont j'ai connaissance, et dont quelques-uns encore 
sont adoples en Italic dans les Ecoles techniques. Mais, malgre tout, on 
ne peut dire que Legendre ail evilE les d^fauts du lexie d'Euclide, el 
mSme, comme I'observe Houel, qui, en France, 6tudia passionnement les 
principes de la G^ometrie, et dont I'opinion sur ce sujet fait autorite, 
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Legendre altera la beauts de la m^Lhode grecque par rinlroduclion de 
precedes arilhm^liqiies. C'esl pour 6viter cet inconvenient qu'en Ualie 
les illiisires malhematiciens Betti et Brioschi firent line traduction des 
EUments d'EiicIide et que le texte euclidien fut ofiiciellement prescril 
dans I'eiiseignement classique; on n'avait pas d'aiUeurs principalement 
en vise I'adoplion de ce texle, mais on d^sirail surtout I'introduction de 
la melliode qui respecle la rigiieur scientifique, et qui, jusqu'S la th^orie 
de la mesure, esclut du raisonnement g^oni^triqiie loui soutien ariihnn5- 
tique ou alg^brique; el ce fut sage, rnSme si le teste d'Euclide ne repon- 
dait plus aux exigences de la Science el de I'enseignement modernes. it 
ne me semble d'ailletirs pas que les autres trait^s, ou sont suivies les 
methodes d'Euclide, ou cetles de Legendre, ou d'aulres encore, soient 
parvenus a cetle conciliation entre la Science el I'enseignemenl que desi- 
rerajent laol de professeurs, et qu'il esl possible d'alteindre. 

Dans la preface de mes Fondements ( ' ), jo distingue les sciences ma- 
tWmatiques en sciences formelles et en sciences expi^rimentales, Les 
premieres comprennent I'Arithm^tique et les Mathemaliques pures en 
general, car, par example, dans sa formation primitive, I'idee de nombre 
provienl de la faculty de compter des objets, qui peuvenl ^tre purement 
abstrails; ces sciences envisagenl des ^tres qu'il n'est pas neoessaire, 
pour pouvoirles determiner math^matiqiiement, de repr^senter en dehors 
de la pens^e par des objels qui en seraient les images (bien entendu, en 
dehors de loule opinion philosophique sur I'origine des idees mathema- 
liques abstrailes). La logique pure est, elle aussi, une science formetle. 
An conlraire, les sciences qui s'occupent d'ohjets qui existent en reality, 
en dehors de la pens^e, ou d'objeis abslraits analogues pouvani se repre- 
senter en dehors de la pens^e, sonl des sciences experimentales. Tandis 
qae, dans les sciences formelles, ia verite r^sulte de I'accord avec diverses 
conceptions primitives, toutes reconnues comme vraies, dans les sciences 
exp^rimenlales, elle provienl de I'accord entre I'observation et la pens^e, 
de sorte que ces sciences sont bashes sur quelques v6rites primitives 
dont I'intiiition accompagne la perception de certains fails, mais qui 
ne peuvent se deduire les unes des aiitres. Ces Veritas primitives sonl 
les axiomes proprement dits. Par exemple, la proposition suivante : 
« la droits, dans le champ de noire observation esl^rieure, est deler- 
minee par deux quelconques de scs points >> est un ax.iome, lorsqu'elle 
n'est pas r^ductihle aux premisses. II y a encore en Geomelrie d'aulres 

(I) Traduction en aliemand de A. ScHEPP. Leipzig, Teubner, iSgi- 
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axiomes, qui r^snlteat aussi de i'observalion direcle des objets ext^- 
rieurs, dans le champ limite de noire observation, mais que nous eten- 
(lons ensuite aux objets, hors de noEre porl^e effective, qui se trouvent 
en dehors de ce champ : c'est ce qui arrive pour I'axiome cit6 tout a 
I'heure et relatif k la droite, lorsque nous i'etendons a une droite illi- 
mitee, c'esl-a-dire a tout I'espace, que nous ne pourrions observer. II y 
a entin d'auti-es axiomes qui ne se rapportent plus qu'aux objets exte- 
rieurs au champ geomelriqiie correspondani a celui de notre observa- 
tion : par exemple, ceux qui conceruent le point determine par une 
repartition de Dedekind, le point qui sert a la constraclion de I'espace a 
quatre dimensions, etc. : ces axiomes n'ont plus alors qu'une existence 
abstraite. Aussi est-il n6cessaire, pour les axiomes des deux derni^res 
esp^ces, de prouver leur compatibilite avec les axiomes proprement dils 
qui d^rivent de I'observalion direcle. Les axiomes des deux dernieres 
categories sont plus proprement des postulats ou des hypotheses. 11 est 
clair qu'au nombre des axiomes d'une science experimentale il est inutile 
de placer les principes qui apparliennent a la logique pure et sont la 
base de lout raisonnement, comme, par exemple, le principe de contra- 
diction. Done, en r^sum^ : les axiomes el les postulats ou hypotheses 
giomitriques sont des propositions indemontrables ; les unes derivent 
d'une manidre evidence de I' observation directe, les autres ne sont 
en contradiction ni avec les pricidentes, ni entre elles. 

Les sciences formeiles sont des sciences exacles. Nous considerons 
aussi la G^om^trie et la M6canique rationnelle comme des sciences 
exactes, parce qu'anx objets coocrets qui ont servi k determiner les 
axiomes proprement dils, noire esprit substitue des formes abstraites, 
pour lesquels la verity se d^montre au moyen des axiomes, independam- 
ment de leur signification elFective, Ce n'est done pas sans raison que la 
Geometric et la Mecanique ralionnelle sont consider^es comme des 
mathematiques pures, II va de soi qu'une science est d'autant plus simple 
et exacte que les axiomes sont plus simples et moins nombreus. On 
p^nfetre de suite dans le domaine de I'observalion, lorsqu'on cherche a 
etablir empiriquement la verite, en operant sur les objets primitifs, 
quand la r^alile exterieure le permel, d'une mani^re analogue k celle 
qu'on emploie pour operer sur les formes abstraites auxquelles ces objets 
ont donn^ naissance. Par exemple, dans le plan euclidien, deux droiles 
quelconques non paralleles se rencontrenl en un point; mais, dans le 
champ de I'observalion ext6rieure, il existe aussi sur un plan des droites 
non paralleles, mais qui, mgme prolongees en restanl dans ce champ, ne 
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sc rencnntrenl pas. Mais si cevlaines operations sont possibles dans ce 
cliamp de robservat.ion, avec certains objets, I'impossibilite pratique d'en 
faire d'autres avee d'autres objets, dans te m^me cliamp ou en dehors de 
lai, n'iofirme en rien la virile acqiiise dans un domaine abslrait plus 
etendu. Au conlraire, je distingue nettenient au point de vne scienli- 
fiqne la G6om^trie de ses applicalions pratiques, et je trouve des axiomes 
qui ne sont pas necessaires au developpemeot logique de la Geometric, 
mais le sont h ses applications pratiques ; par exemple, qu'iin corps 
pent se mouvoir sans deformation, on que I'espace phjsique est k trois 
dimensions. 

Dans un iraite de Geom^trie elementaire, les postulats devront, aulant 
que possible, satisfaire aux conditions precedemment enoncees, mais il est 
certain qu'ils ne pourronl satisfaire S toutes au niSme degre. Par exemple, 
dans les reclierciies scienliiiques, ii conviendra de dissequer avec soin les 
postulats, pour montrer I'independancedelenrsdiverses parties; maisune 
telle methode serait anlididaclique : car, dans I'enseignement, il est 
necessaire d'attirer I'altention des eUves surles propositions principales, 
afin qu'ils en conservent uiie impression forte et durable. Et c'est non 
seulement vrai pour les postulats, mais aussi pour les definitions et pour 
les theoremes. Utile aux recherches scientifiques, la critique doit ^Ire 
cxelue de I'enseignement, car elle amenerail de la confusion dans I'esprit 
des eleves, bien qu'il soit necessaire qu'elle ait occupy I'auteur m^rae 
d'un traite ou le maitre qui en choisit un pour son enseignement. Aussi 
ne peot-on donner les postulats en ne les appliquant d'abord qu'a un 
champ correspondant a celui de notre observation, et en demontrant 
ensuite qu'on peut iesadmettre pour tout I'espace : ce serait, des I'origine, 
introduire trop de distinctions k faire. Par exemple, dans le plan, il 
faudrait distinguer de suite les droiles qui se coupent, celles qui ne se 
coiipent pas, mais ne sont pas parallfeles, et enfin les droites parall^les. 
Mais, d'un autre c6te, il faut que le professeur piiisse dire qu'en admet- 
tant les postulats pour nne etendiie limitee de I'espace, on peut les 
admettre ou les demontrer pour tout I'espace. Et, des lors, on voit de 
suite que le postulal d'Euclide reiatif aux paralleles, et base sur la defi- 
nition commune des parallfeles, comme etant deux droites du plan qui, 
prolongees indefiniment, ne se renconlrent pas, n'est pas une proposition 
deduite de I'observaiion directe, puisque personne n'a jamais vu deux 
telles droites. 

J'ai dit que, scienlifiquement, les postulats doivent Stre compatibles 
ct independants. La condition de compaiibilite, c'esl-a-dire de non 
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contradiction, est encore neccssaire dans I'enselgnement, bicn qu'on ne 
piiisse la d^montrer par un raisonnement didactique, pour les posuilats 
qui ne (Urivenl pas de I'observalion directe. L'independance des pos- 
tulats simples n'est pas seulement une question (i''elegaiice, raais aussi 
de precision. En snpposant qii'un asiome (ou un groupe d'axiomes), A, 
suffise a definir une figure, si I'onse doniiait en oiUre comme propriety de 
cette figure un autre axioiue B dependant de A, on croirail que cela 
signifie qu'il y a diverses sorles de figures satisfaisant aux conditions A, 
et que c'est pour distinguer une de ces figures qu'on a eu recours fi 
I'aulre condition B, ce qui serait absurde : ce defant serail par exemple 
manifeste dans une definition telle que celle-ci : un triangle isosc^le 
est im tnangle tel que deux c6(es soient egaux ainsi que les angles 
opposes h ces cStes. On le relrouve encore, ainsi que I'a observe 
Gauss lui-mgme, dans I'axiome qui sen communement k definir le 
plan, et qui est le suivant : une droite qui a deux points communs 
avec un plan j est situ^e tout enti^re ; en effet le plan peut 6lre construit, 
dans le sjstcme euclidien, en joignant un point aux divers points d'une 
droite, et en menant par le point la parallSle 4 celle droite, ou bien 
au mojen d'un Iriangle et d'un point interieur; les proprietes du plan 
devront toules d^river des Elements de sa construction, et, par suite, des 
postulats qui determinent ces elements. Malbeureusement, l'independance 
des axionies est difficile k obtenir, mfime scientifiquement, car ils doivent 
eire decomposes en leurs parties simples. Par exemple, le posiulat, 
d'apr^s lequel la droite est d^termin^e dans le sjst^me euclidien par 
deux quelconques de ses points, contient aulant de postulats qu'il existe 
de couples de points sur la droite. J'ai, en efiet, demontre dans mes J^'on- 
dements que, a« moyen de postulats convenables, si Ton admet le postulat 
precedent pour un couple et pour les couples egaux, ce postulat se 
demontre pour tons les autres couples dans les sjstfemes d'Euclide el de 
Lobatschewsky, tandis que dans le systSme de Biemann {sph^rique), il 
se pr^sente encore des couples qui ne determinent pas la droite. On 
voit done qiie l'independance des postulats, au veritable sens du mot, 
est encore un but id^al, dont on ne cessera de se rapprocher, mais que 
personne encore n'a pu atleindre. H. Grassmann disait, non sans raison, 
que la Science se developpe dans deux sens, rei6vation el la profondeur, 
egalement illimiiees et obscures, Mais, alors mSme qu'il arrive qn'au 
point de vue scientifique les postulats d'un sjstfeme donne ne sont pas 
toujours tous independanls, on est encore souvent oblige dans I'cnseigne- 
nient d'y adjoindre d'autres postulats, dependant des premiers, pour 
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eviler de trop raorceler les propositions fondamentales et ne pas aiig- 
menter consid^rablement les mati^res, et pour ne pas gtre astreint it des 
demonstrations qui, bien qu'^l^menlaires, n'en sout pas moins trop com- 
pliqu^es pour des eludes scolaires. Mais si ces raisons forcent a intro- 
duire ainsi, dans renseignemenl de la Geom^lrie rationnelle, plus de 
posUilals qu'il ne serail n^cessaire, I'auteur, comme le professeur, fera 
bien de sig-naler que si ces propositions sonl donn^es sans demonstra- 
tion, c'est pour abreger I'expos^, mais qu'elles n'ont pas le caract^re de 
poslulals v6ritables. Aussi ne pourrons-nous jamais approuver les auteurs 
qui, en croyanl eviter toute difficnlte, definissent I'axiome comme une 
proposition evidente par elle-m^me. Alors il n'y aurail pas de raisou 
pour s'arreier a raoili^ route, bien que, malgr6 cetle definition de 
I'axiome, les trailes en question d^monlrent par exemple qu'nn segment 
reciiligne est pins court que toute ligne brisee ayant les mSmes exlr^mi- 
t^s, et beaucoup d'autres propositions evidentes. II n'y aurait plus alors 
de possible, didactiquemenl, qu'un sjst^me unique de poslulats, consti- 
tue par louies les propositions evidentes de la G^ometrie elementaire. 
Mais ce qui serait pire que tout, c'est qu'on ne pourrait plus se fier aux 
definitions, car, en consid^rant les propositions exprim6es paries asJomes 
comme des resiiltats ^vidents par intuition, ou comme des consequences 
de I'observation, il n'en resulterait pas qu'elles puissent s'appliquer k 
lout I'espace. 

II ne faui d'ailleurs pas croire qu'il ne puisse ^tre parfois utile de faire 
aLstraclion de quelques postulats, mfime au point de vue didaclique. En 
effet, on aura quelquefois avantage k faire usage de cerlaines analogies 
entre diverses iigures, comme par exemple entre la droiie, le faisceau de 
rayons, la circonference, le faisceau de plans, etc. : la droiie et la circon- 
f^rence, dans le systeme euclidien, different en ce que I'une est une ligne 
ouverte et I'autre une ligne ferm^e, mais les autres propri^t^s de ces deux 
lignes, considereesen elles-mgmes, sontidentiques. De m^me, le faisceau 
de rayons et la circonference different seulement en ce que I'element du 
faisceau est le rayon, et I'element de la circonference, le point. Snpposons 
doncdonnes pour ladroite des postulats A, B,C,D, d'oii Ton pent deduire 
les proprietes E, F, G, etc.; si les propositions A, B, C, D subsistent 
pour la circonference, nons pourrons enoncer aussi, sans autre demons- 
tration, les propositions E, F, G, etc., appliquees k la circonference, 
moyennant le changemenl de quelques termes, comme par exemple, 
segment et arc. Mais si nous avions admis aussi la proposition E comme 
un postuiat rclatif a la droite, 11 auraii fatlu la demontrcr pour ia circon- 
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f^reuce, pour le faisceau de rajons eL pour le faisceaii dc plans, el il 
aiirait fallu trois demonstrations au lieu d'line. 

Mais ce qui importe avanl tout dans l'enseig;nement ^l^mentaire, c'est 
I'exactilude du raisonnement; aiissi faiit-il que lous les poslulats donl oa 
a besoin soient enonces expiicitement, el qu'on ne se serve jamais dans 
les demons Ira lions d'antres propositions non admises. Et, bien que 
Euclide et Legendre aient enonce expiicitement les axiomes (exemple que 
tons les Traites devraient suivre), il n'est pas difficile de ciler des propo- 
sitions pour la demonstration desqnelies ils out employe tacilement 
d'autres axiomes. Euclidej par esemple, dans la proposition I du Livre I, 
s'appuie, pour constrnire le triangle ^quilat^rai, connaissant son cot^, 
sur des theoremes relatifs k I'intersection de deuxcercles, qui sont traites 
bien apres. De m^me, sans avoir admis d'abord le postnlat que la droile 
est une ligne onverie, ou le postulat des paralleles, on demontre parfois 
la propriete de I'angle externe d'un triangle d'etre superieur t chacnn des 
angles internes opposes ; or cette demonstration ne devient exacte qu'en 
y introduisant tacitement un autre axionie, qni n'est nnilemenl evident. 

La n^cessite d'exprimer ainsi tons les postulals expiicitement est d'uil- 
lenrs comprise dans une condition plus generale. Ponrfetre verilablemenl 
exact, et non approsimatif comme il le serait dans un enseignement 
intuitif de la G^om^trie, le raisonnement doit Sire logiquement exact, 
comme en Arilhrn^lique : que fanl-il entendre par la? Cela signifie que 
Ton devra faire abstraction de la signification geom^lriqne des etres sur 
lesquels on raisonne, c'est-&-dire absiraetion de I'lntuition de I'espace, 
pour se borner k un raisonnement logiquement exact. El ainsi, par suite 
du but mgme de 1' enseignement de la Geometric, on devra obeir a ee prin- 
cipeque, etant donne le sysUme des verites geomitriques, sil'on y fait 
abstraction de I' intuition de I'espace, il devra siibsister un systime 
de verites bien determinies logiquement, comme en Aritkm^tique. II 
est facile de faire cette abstraction en rempla^ant lea elements par d'aulres, 
parexemple, les droiles par des systemes liniaires, d^termin^s par deux 
^l^nients, en choisissant le sysleme lin^aire de sorte qn'il n'ait plus le 
sens intnitif qu'on attache a une ligne, mais en prenant par esemple une 
succession d'objets tels que des nombres. 

Quand on discute I'exactitude d'une proposition on d'un raisonne- 
ment, on fait pr^eisement plus o^\ moins usage de ce principe. Voye/. 
neanmoins comment les Traites de G^ometrie 6l<5menlaire observent 
pen cetle condition essentielle. EnclidemSme, quicertainement acherchi^ 
k ^tre aussi rigourcux qu'il elait possible a son epoque, introduit des le 
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d^but dans les raisonncmenls des expressions lelles que longueur, lar- 
geur, projondeur, ligne, surface, corps, etc., comme si I'on savait dej^ 
ce qii'elles signiiient geomelriquemenl, Lien que certaines d'entre elles, 
telies que I'expression surface, soient adoptees parfois avec des sens 
divers. Ainsi, on d^finit grossi^rement \a. figure comme un ensenible de 
surfaces, de lignes el de points. Avec de lelles definitioos, d^s qu'on fait 
abstraction de rintuition, il ne reste plus rien de determine. Ainsi, on 
dit lout a coup que I'espace est continu el homog^ne, sans qu'on sache ce 
que c'est que la conlinuite et Fhoniogeneile ; on diL que la droits est une 
ligne divis^e par un de ses points en deux parlies, mais on ignore ce que 
c'est qu'iine ligne et ce que c'est qu'nne partie. D'ailleiirs, si la notion 
de la surface derive par inliiilion de celle du corps, si la ligne resulte de 
la surface, la droits iHimit^e n'est pas une ligne, puisqne nous n'avons 
jamais observe de corps illlmite ; et, en oulre, ce qui divise en deux parties 
line surface n'esl pas loujours une ligne; c'est, par exemple, le cas du 
sommet pour on cflne. On dit encore que le plan est nne surface telle que 
toule droite qui a sur elle deux points j est situee tout enli^re. On pent 
r^p^ler k ce sujet ['observation faite pr6cedemment k propos de la droite : 
c'est qu'un plan illiinite n'est la limite d'aucun corps. D'ailleurs, en faisant 
abstraction de rintuition, el en supposant que la droite soil biea deter- 
minee, sans qu'on ait bien defini )e moi surface, la propri^t^, que tonte 
droite ajant deus points commons avec un plan y est silu^e toutenliere, 
ne soffit pas a definir le plan, car cette propriete convienl aussi a I'espace 
ordinaire et, en general, a lout espace lindaire. Les propositions ^noncees 
pourle plan ainsi defini ne sont pas esactes sans que I'eleve ajoiite de lui- 
mfime k cette definition quelque chose qui n'y figure pas. Mais, dans ces 
conditions, on ne lui apprend pas a raisonner esactement..,. Aussi n'y 
a-t-il pas a s'etonner que quelques (5l6ves, qui deviennent ensuite des 
philosophes, combattent les nouveaus concepts mathemaliques dans le 
domainedes principes, comme c'est arriv^ par exemple pour la Geometric 
non enclidienne ou pour celle iy plus de trois dimensions. Comme excuse, 
on dit qu'on ne pent definir aucune notion telle, par exemple, que celle 
d'espace. Mais il faut dislinguer. On ne pent d6finir le continu intuilif, 
mais on peutd^finir le continu g^ometrique comme un groupe de points 
qui satisfont k certaines proprieles, g^om^triquement suffisantes. Ainsi, 
on ne pent definir I'espace intuitif, qui est en nous une representation de 
I'espace physique, abstraction faite de certaines de ses propriet^s, mais 
nous pouvons definir I'espace georaetrique en deduisani de sa construc- 
tion toutes ses propri^tes g^omt5triques, comme on peut le faire pour le 
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plan. On peut faire imc observation analogue pour le poslulat du moiive- 
ment sans deformation qui sert communenienl ^ etablir I'egaiile des 
figures, et qui m6rite une mention sp^ciale. On dii, ou t'on suppose taci- 
teuient, comme le fait Euclide, qu'une figure peut se mouvoir sans defor- 
mation, ou, en d'auties termes, que les relations mutuelles enlre ses 
elements ne sont pas niodifi^es. Dans mes Fondements j'ai demontr^ 
que ]a G^onielrie theoriquc peut se developper independamment de tout 
concept physique et mecauique, et, si Newton etHelmholtz ont consi- 
d^r^ la G^om^lrie comme une partie de la M^canique, c'est parce qu'ils 
ne dislinguaient pas la G^om^trie rationnelle de ses applications pra- 
tiques. Or, ie postulat en question est pr^cis^ment un de ceux qu'il est 
n^cessaire d'admeltre coranie un nioyen de construire pratiquement les 
figures, mais qui n'est pas necessaire pour la construction g^omStrique 
abstraite de ces figures. Si I'on se conforme au principe 6nonc6 plus haut 
et auquel doit satisfaire le sjsteme des verites geometriques, une fois 
qu'on fait abstraction de I'intuilion du mouvenient, que reste-t-il de ce 
postulat place a la base de la Geometrie? II signifie qu'il existe dans 
I'espace des systfemes continus de figures ^gales a une figure donnee (qui 
se d^place), sans qu'on ait d^lini ni les systemes continus de figures, ni 
les figures egales. Qiiand on emploie ensuile ce postulat pour d^finir 
I'^galite des figures, on voit qu'une telle definition renferme logiquemenl 
une petition de principe. D'ailleurs ce postulat comprend des condi- 
tions compliquees, telle que celle des systemes continus, qui ne sont nul- 
lement n^cessaires pour d^finir lYgalit^ des figures. Euclide et Legendre, 
bien qu'ils aient tacitement fait usage de ce postulat pour d^montrer 
I'^galite de deux figures, n'ont cependant pas d^fini les figures egales 
comme des figures superposables, ainsi qu'on fait ordinairemenl acluel- 
lement, en excluant ainsi les figures symetrtques. Ce fut Legendre qui 
distingua le premier I'^galite par symStrie el I'egalit^ par congruence, 
ce qui est juste, puisque les relations mutuelles des elements qui consti- 
tuent deux figures sym^triques restent aussi les m^mes. D'ailleurs le eri- 
terium de la superposition n'est pas le seul a donner celui de I'egalite, 
parce que, dans I'egalite par superposition, c'esl-i-dire la congruence, il 
enlre un autre concept, ^ savoir I'egalite de sens des figures dans I'espace 
qui les conlient, concept lout a fait elranger A la constitution des figures 
prises en elles-m^mes. C'est pourquoi deux figures sym^triques, c'est-4- 
dire Egales et de sens oppose, ne sont pas superposables dans le plan, 
mais le sont dans i'espace ordinaire, comme deux triedres opposes par 
le sommet sont superposables dans I'espace a quatre dimensions, qui a, 
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g^omelriquemenL, le meme droit a I'existence que J'espsce ordinaire. 11 
faul done ^tablir I'^galit^ des figures iodi^pendammenl dii mouvement 
sans deformalion, introduire a son temps le concept de sens des figures 
dans le plan el dans I'espace, puis d^iinir I'egalile par congruence (figures 
de m^me sens) et par sjmetrie (figures de sens opposes), et alors le 
principe de mobility sans deformation d'une figure dont certains points 
peuvent rester fix^s, tronvera son explication geometrique, et Ton 
poiirra en d^duire les propri^t^s fondamentales; par exemple, de cette 
propriete que deux segments congruents d'une droite ne peuvent avoir 
un seul point commun, on d^dnira qu'un segment ne pent se mouvoir sur 
la droite en ayant un de ses points fixe, tine fois arrive a ce point, dans 
I'expos^ de la G^ometrie, on pourra se servjr th^oriquement du principe 
de depiacement pour ddmontrer I'egalit^, ou mieux, la congruence de 
deux figures, pnisque ce principe correspondra alors a des concepts et k 
des propri^tes g^ometriqnes bien etablies. 

Mais, en soutenant que le syst^me des verit^s geometriques doit ^tre 
bien determine, je n'ai jamais eu I'inlenlion d'exclure I'intuition spatialc, 
ni d'en diminuer le seeours, surtout dans I'enscignement. Ce n'est pas k 
moi, qui ai fait largement usage de celte intuition, ragme oil toute voie 
peut lui semblerbarr^e, comme dans la G6om6 trie Splusieurs dimensions, 
qu'on pourrait adresser une pareille objection. II est certain que Tin tui- 
tion est n^cessaire k ia Geometrie, que ies axiomes doivent ^tre simples et 
intuitifs, et que, dans les recherches purement scientifiques, on doit pre- 
ferer les methodes bashes sur rintuition spatialc. L'enseignement de la 
G^om^lrie ralionnelle doit ^tre precede, a I'ecole secondaire inf^rieure, 
par un enseignement rudimenlaiie intuilif, afin que I'^colier se familiarise 
avec les figures les pKis communes, dont il devra plus tard ^tudier les 
propriet^s & I'aide du raisonneraenl. Et, mfime dans l'enseignement 
rationnel de la Geometrie, toutesles propositions et tons les raisonnements 
doivent elre prec^d6s et accompagnes par I'intuition de I'espace au 
moyen de I'observaUon de figures trac6es suv le Tableau, ou de modeles, 
destines k d^velopper I'imagination geometrique, afin que le raisonnenient 
apparaisse a I'ecolier plutSt comme une consequence de la vision des 
figures que comme le resultat d'une logique aride et abstraile. Aussi 
doit-on, dans le texle et plus encore dans ia le^on destinee a l'enseignement 
scoiaire, avoir recours a des observations et k des exemples pratiques, ou 
Ton emploiera tous les concepts intuitifs acquis par I'eleve, de sorle que 
les idees de mouvement, d'espace, de corps, de surface, de ligne servent 
k expliquer et k consolider les postulats, ou k ^claircir les definitions, 
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mais sans pourtant (et c'est U I'essentlcl) que ni les postiilais ni les 
definitions ne soient bas^s sur des concepls indetermin^s logiquement, et 
sans que, dans le raisonnemenl proprement dit, .on fasse usage de 
concepts non contenus dans les postulats on dans les propositions dont 
on part. Par esemple, on pent eveiller I'idee du point comme celle de 
limitede la ligne, la ligne 6tant la limile dela surface, etce!le-ci la limite 
du corps, mais dans le postulat: il existe des points distincts, il n'est 
plus qnestion de ces concepts de corps, de surface etde ligne : en faisant 
abstraction de I'inluilion, on a la proposition: il exisLe des ei^naents dis- 
tincts. De m^me, pour le postulat d'aprfis Jequel il exisle sur la droite des 
segments egaux el des segments inegaux, on pent faire usage, dans line 
observation pratique, du transport des objels, mais, dans le postulat lui- 
mgme, I'^galite des segments doit ^tre elablie independamment de ce 
mojen pratique. De mfime encore, on peut, pour la commodity du Ian- 
gage, employer certains termes emprunl^s a I'idee de mouvement, mais 
sous la condition d'eo specifier le sens geometrique. 

Keclierchons maintenanl quels sont les modes d'exposition les plus 
convenables a I'enseignement de la G^ometrie ^lementaire. M^me en res- 
tanl an point de vue scientifique, la meilleure m6thode est encore la 
m^thode geometrique, parce qu'elle derive du processus conslitulif de 
I'intuition de I'espace. Puisqiie cette intuition est une condition prlmor- 
diale et essentielle de la Geom^trJe, a laquelle elle fournil les premiers 
objeis geometriques ,et leurs propri^les ind^montrables, la meilleure 
m^tbode est celle qui, partant de ces premieres proprieies, etudie direc- 
lement les divers elements des figures de sorte qu'on puisse saivre pas a 
pas le raisonnemenl en recouraiit a I'intuition spatiale. La simplicity 
et I'eiegance de la Geom^trie d^rivent de la facility de ses constructions. 
Et c'est \k la m^thode d'Euclide. Une methode qui supposerait connue 
indirectement line partie des propri6tes geometriques, ou qui s'appuierait 
sur une notation dont I'etablissement admetlrait implicitement autant de 
postulats, serait une methode artificielle et indirecte, qui pourra servir 
a verifier I'exactitude d'un sjsteme de postulats, k Irouver de nouvelles 
relations entre les veril6s fondamenlales de la Geometric, ou k oavrir de 
nouveauxborizons^ la Science, mais elle ne pourraitetreutilisee aresoudre 
d'une maniere plus satisfaisante les questions de principes, surtout si 
Ton a en vue le probleme didactique. Lie, dans les applications qu'il a 
faites de ses etudes ceiebres sur les groupes de transformations k des 
recberches sur les principes de la Geometric, conclut que u Die Geome- 
trie soil in ibrem verschiedeneo Stufcn soweil miiglicb rein gcometriscb 
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begriiodet werden, dass ist eioe Forderung die gewiss jeder unterscbrei- 
beii wird. » On peut en conclure que I'habilel^ de Legendre, qui mSle les 
m^thodes alg^briques et geom^lrlques, n'est pas reeommandable didac- 
tiquement. Dans plusieurs Trait^s, qui ne sonl g^neralement pas italiena, 
j'ai vo la faciUle avec laquelle, d^s le d^but, on consid^re les figures 
comme des quanlit^s, en leur appiiquant, sans autre explication, les pro- 
prietes des quantit^s avilhmeliques; mais, quand on veut bien etablir la 
th^orie des grandeurs g^omelriques, it faul d^montrer que cela est pos- 
sible. De inSme lorsqu'on veut diviser le volume d'un solide en deux 
parties ^gales, il faut d'abord introduire les notions geomelriques qui 
permetlent d'aboutir a celte conclusion, en definissant completement ce 
qu'on doit entendre ainsi par parties 6gales, attendu qu'en G^om^trie on 
considfere diverses sortes d'egalites. La metliode arithinetique ou alg^- 
brique ne peut done Stre appllquee que quand la G^om^lrie est deja suffi- 
sammenl d6velopp4e pour qu'on puisse montrer la possibilite de cette 
application, et c'esi la I'objet de la theorie de la mesure. 

En fixant les conditions auxqiielles doivent satisfaire les poslulats geome- 
lriques, et en reclierchant la mi^thode d'exposition la plus convenable a 
renseignement, nous n'avons pas exclu la possibilite de divers sysl6mes 
de postulats. Je pense d'ailleiirs que les matieres de la G^om^trie ^lemen- 
taire d'Euclide sonl encore les plus propres & renseignement secondaire, 
parce qu'elles sont la base de lout enseignement geometrique, corres- 
pondent le mieux anx besoins ordinaires de la vie et contribuent admira- 
biemenl au d^veloppement des faculties logiques et intuiiives de I'esprlt, 
ce qui est le but principal de I'enseignemenl des Malb^matiques dans les 
^coles qui pr^parenlaux Eludes sup^i-ieures.On ne trouveratlpar exemple 
pas ces qualites dans les matieres de la Georaelrie projective propre- 
ment dile, II est certain, comme I'observe Chasles, que la Geometric 
ancienne n'a pas les m^thodes generates de la G^ometrie nioderne, 
que divers cas d'un mfime th^or^nne ou d'un m^me probleme sont 
trait^s a part comme autanl de tlieoremes ou de problfemes sans aucune 
relation, el que I'unite de certaines theories j est Irop morcelee. Mais il 
n'en est pas moins vrai qu'ily a dans la Geometric elementaire des theories 
basees sur divers concepts fondamentaux, tetles que la ib^orie de I'egalile, 
les relations metriques entre les Elements d'une figure, la theorie de la 
similitude, de la mesure, etc. La G^ometrie Elementaire euclidienne est 
de nature essentiellement mdtrique; on s'j sert moins des propri^les de 
position que de celles d'egalitE et d'in^galil^, lelles que les relations 
■entre les segments, les angles, les propositions sur les triangles, etc.. 
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qui aont tontes de nature m^trique. La m^lhode projeutive de Cayley- 
Klein, qui a €l6 d6velopp^e geom^triquemeiit el ^l^mentairement par 
M. Pasch dans son beau Livre : Ueber die neuere Geometrie, eL sur 
iaquelle ont ete publics des travaus. imporlaiits de MM. Peano, Schur, 
Enriques, Pieri, et aulres, est cerlainement ia meilleiire melhode de la 
Geomelrie projective. 

Celie melhode, foodie sur des propri^t^s optiques, suivant le mot de 
M. K!ein, permet, grSce k des conventions appropri^es, d'^tablir les prio- 
cipes de la Geometrie metrique, et par suite de la Geomelrie elemeniaire 
commune. Mais, selon moi, il importe moios d'augmenter la quanlite des 
maliferes que de les disposer en meiileur ordre, en 6vitant autant que 
possible le manque de rigueur, et en recourant aux m^thodes modernes. 
pour donner plus d'unite aux diverses parties de renseignement. 

Reste par consequent la methode euclidienne, qui s'appuie sur les. 
proprietes mecanicj lies , ou, plus exaclement, sur les proprietes d'egalite 
et d'in^galit^, 

C'est ici que se pose !a question suivante : convient-il d'ononcer au 
d^but les poslulats qui concernent t'espace, ou bien ceus qui concernent 
la droite, pour passer ensuite au plan et enfin h I'espace? Les postulats 
de I'espace sonl naturellement plus complexes que ceux de la droite; 
mais les partisans de la premiere methode, qui veulent fondre la Geome- 
lrie 'de I'espace et la Geometric plane, donnenl pour raison que eette 
dernifere trouve de pr^cieus avantages k une semblable union, Je ne suis 
pas de eel avis: ia Geometrie el^mentaire prisente, avant lout, un carac- 
tSre metrique, comme je I'ai rappeie plus haul, el les proprietes d'un 
espace qui derivent simplement des proprietes d'un espace superieur sonl 
en general des proprietes projectives. La methode en question pent 
trouver quelqoes applications heureuses en Geometric elementaire, mais 
cet avanlage ne compense pas I'inconvenient didaclique d'exposer simul- 
tanement les principes de la Geometrie plane et ceux de la Geometric de 
I'espace-' 

II convient en effet, dans I'enseignement, d'aller du particulier au 
general, du simple au compose. Euclide, Legendre et la majeure parlie 
des auleiirs modernes exposententierementlaPlaaimetrie avant d'aborder 
la Stereometrie, Je pense qu'il faut commencer par la Rectimetrie, du 
nioins en ce qui concerne les principes. Ces derniers elant bien etahlis, 
les theories speciales lelles que cetles de 1 'equivalence, de la similitude, 
de la mesure, etc., pourronl 6lre traitees simullanemenl dans le plan et 
dans I'espace. Je ne veux pas dire, avec les fusionistes, que les figures k. 
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Irois dimensions daus ces theories doivent intervcnir dans la demonstra- 
tion de th^or&mes planimetriqiies, mais bien que de nombreuscs demon- 
strations peuvent ^tre etendnes simplement du plan ik I'espace. Un tol 
mode d'esposition economisera dn temps et fera mieiix saisir aux Aleves 
les relations qui existent enlre les diverses parlies d'nne mfme th^orie. 

Pour donner plus d'unit^ aux diverses theories, on sc trouvera 
Lien d'appliquer un principe moderne, dont j'ai signaie, dans mes EU- 
ments, I'utilit^ didactique. Soienl nne figure A a Jaquelle se rapportent 
les postulats a, b, c, d, ..., et nne figure B, pour laqnelle on peut ^noncer 
les raemes poslulats, moyennant le changement de certaines expres- 
sions de langage. Toules les proprietes de la figure A qui se deduiseni 
de a, b, c, d, seront exactes pour la figure B, si Von apporle dans le 
discours les modifications dont il s^agil. II en sera de m^me pour les 
demonstrations de ces propri^t^s ('). J'ai appliqu^ ce principe h I'^lude 
de Ja ligne di-oite, du cercle, du faisceau de rayons et du laisceau de 
plans; ainsi les propositions a, b, C, d, ..., postu!6es ou demontrees pour 
le plan, sont valables (sauf I'axiome des paralUles), pour la gerbe de 
rayons, moyennant le changement de certains mots dans les eoonces : 
celle des propri^t^s du triangle, par exemple,, qui sont ind^pendantes de 
I'axiome des paralJeles, font connaitre des propriSl^s des trifedres. Lc 
professenr sera ainsi conduit & faire remarquer, a la fin de son cours, 
que la difference essentielle entre laG^ometriedela gerbe et laG^om^lrie 
plane lient a la presence, dans cette derni^re, du postulat d'EucIide. 

II est bon aussi de mettre k profit les analogies que presentenl 
diverses theories, par exemple celle des figures ^gales et celle des figures 
semblables : les definitions de ces deux esp^ces de figures se ramSnenl 
I'une b. I'autre, en faisant se correspondre fes expressions segments igaux 
el segments proportionneh. La mgme remarque s'applique aux raison- 
neraents faits snr ces figures. Remarquons d'ailleurs que les modifications 
ne doivent pas gtre apport^es pour I'amour de la nouveaut^, mais seule- 
menl quand elles sont n^cessaires ou du moins vraiment utiles. 

C'esl dans cet esprit qu'ont ete Merits mes Elements {^), dont j'ai 
public deux Mitions, la premiere & I'usage des ecoles classiques et des 
insliluts techniques, I'autre ck I'usage des gymnases et lyc^es. J'enonce au 
debut les poslulats relatifs a la drolte, consideree en soi, et je definis 

(1) Dans ce principe est compris celui de dualite, de la Geometric projective. 

(2) La premiere lidition aelS publiee en 1897, la deuxieme en 1900, chei Drucker, 
k Padoue. J'ai.eu comme collaborateur, pour la partie didacticiue, M. le professeur 
Paolo GABRAniG-i, du Lycc^o royal Titc-Live, a Padoue. 
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I'egalit^ el rin^galil6 des segmenls, sans recourir a la superposition. J'en 
d^duis les proprleles d'addition et de soiistraction des segments. Toutes 
ces proprleles sont valaLles, mutatis mutandis, pour le faisceaii de 
rayons, pour la circonference etpourle faisceau de plans. Je donne ensuite 
le poslulat qui distingue la droile des aulres figures, a savoir sa propriety 
d'etre d^termin^e par deux points. Apres I'etiide des figures reclilignes, 
vient la definition des figures ^gales. J'inlroduis au d^but le concept dn 
couple de droites (figure form^e par deux droiles), et j'enonce le postuiat 
relatif a la r^versibilil^ de ce couple. J'arrive alors aux parallelos, definies 
conime droites opposees par rapport a un point, et au postuiat qui les 
concerne. Dans la premiere edition, la plus complete, je d^monlre que la 
droile est une figure ouverie. La seconde est destince S des ei^ves d'esprit 
moins forme; c'est pourquoi j'y admets comme axiomatique la proposi- 
tion donl il s'agil, tout en la distingiianl des autres postnlals, parce. 
qu'elle n'est pas ind^monlrable, J'abordc ensuite la construction du plan, 
dontj'ai d^monlr^ dans la premiere edition la propriety fondamentale : il 
conllent toutc droite dont il conlient deux points, Dans la seconde, cette 
proposition est admise sans demonstration. 

En raison de la correspondance signalce plus haul entre la droite ct le 
faisceau de rayons, Tangle se pr^sente comme une partie du faisceau, de 
mSme que le segment est une partie de la droite. L' angle ainsi defini est k 
distinguer de Vangle plan, partie dn plan iimitee par deux rayons : le 
premier est un elre lineaire, le second un ^tre superficiel. Dans la 
premiere edition je demontre toutes les propriei^s da faisceau de rayons, 
correspondant aux postulats de la droite, consideree en soi. Dans la 
seconde, j'admets pour plus de bri^veie quelques-unes de ces proprietes 
qui sont intuitives dans le champ de notre observation. 

Je termine le second Livre en trailant des constructions eiemenlaires 
qui peiivent s'effectiier avee la r^gle et le compas. 

Dans le troisieme Livre, j'eiablis les elements de la Geometrie de 
I'espace, jusqu'a la generation du c6ne, da cjlindre ct de la sphere. Dans 
la premii^re edition, j'ai ajoute un postuiat a ceus qui sont indiques plus 
haut : il existe des points en dehors du plan. Je I'applique a la con- 
struction de I'espace ordinaire (sans exclure la possibilite d'espaces supe- 
rieurs, que je laisse de cole pour ne pas trop etendre i'Ouvrage). J'ajonte 
\m postuiat pratique (c'est-^-dire necessaire aux applications pratiques), 
d'oii Ton doit conclure que I'espace physique est a trois dimensions. 
Dans la seconde edition, j'aiprocede aulremenl : au poslulat : il existe 
des points en dehors du plan, j'ajoute celui-ci : deux plans ayanl 
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un point commun ont une droite commune. La Geometne se troiive 
ainsi r^duile, d'lm coup, a I'^Uide de I'espace ordinaire, et les premieres 
notions de st^r^om6trie en sont rendnes plus accessibles, 

Les trois premiers livres concernent la Geom^lrie generale de la 
droite, du plan et de I'espace. Dans le livre siiivanl, je traile de I'equi- 
valence des figures planes et solides. U faul abandonner la definition 
euclidienne, d'apr^s laquelle deux figures planes on solides sont dites 
^qnivalenles quand elles ont les mfimes aires ou le m^me volume, sans 
que Ton ail prealablement d^lini t'aire et le volume. Je donoe deux 
postiilats relatifs, le premier aux poljgones, le second aux poiy^dres, 
postulats d'ailleurs d^montrables. Pourl'^quivalence, j'invoque le posLulat 
du continu rectiligne et celui d'ArchimSde (si a et b sont deux segments, 
et si a <, b, il existe un nombre n tel que an> b). Au moyen dn 
postulat d'Arcliim^de el de celui-ci : tout segment, meme variable, 
contient un point distinct de ses extremit^s, on peut d^monlrer le 
postulat du coniinu rectiligne sous la forme de Dedekind : toute repar- 
tition de Dedekind de points sur un segment est d6termin4e par un 
seal point. 

M. Hilbert, dans son beau travail : Sur les fondements de la Geo- 
mitrie ( ' ) donne k I'axiome d'Arcbimede le nom A'axiome de continuite, 
el d^montre tr^s elegamment la possibilite d'une Geometric qui ne v^ri- 
fierait pas cet axiome. Cetle geometric differe de la mienne en ce sens 
que celle-ci est plus compl&te et qu'on peut y definir une continuite plus 
gen^rale que la continuite ordinaire, 

Mon postulat du continu non seulement est difif^renl de celui d'Arcbi- 
mede, mais il en est ind^pendant. On peut clendre le concept du point 
de maniere S eviter d'enoncer le postulat dc la continuite, tout en satis- 
faisant aux autres axiomes, comme on peut, par une extension d'une 
autre nature, construire dans i'espace a trois dimensions une varietc a 
qualre dimensions qui satisfait aux postulats de I'bjperespace. Aussi la 
Geometric se generalise comme rAritbm6lique, ou I'on etend la notion 
de nombre en construisanl successivement les nombres fractionnaires, 
negalifs, incommensurables, et aussi les nombres infiniment grands ou 
infiniment pelits actuels, auxquels s'appliquent encore les operations 
fondamealales. 

Mais cette maniere d'^viter le postulat de la continuite n'est pas a 
recommander dans I'enseigncment {''). 11 esl preferable, au contrairc, dc 

(1) Traduit en franjais par M. Laitgel {Paris, Gauthier-Villars). 

( = ) II postutato del continuo {Rend. Ace. dei Liiicei, 1898). Vuii- aussi Tap- 
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i'appliquer chaque fois qu'll ne s'enauU pas de difficnlte didacliqiie. 

Dans I'appendicc de ia premiere Edition, deslinee auK professeurs, 
j'ai d6monlr<5 les propositions qui avaient ^te admises dans !c tcxle sans 
demonstration. 

Ma m^thode a ete esperimentee dans ces dcrni&res ann^es, et qnand le 
professeur s'en esi assez bieii assimile les principes ponr les exposer et 
]es interpreter clairemeol, les resnltats sent, je puis le dire, des plus 
satisfaisants ('). 

Je me permettrai d'achever celte communication par quelques remar- 
qiies concernant la Critique. Pour remplir nn role vraiment ntiie, la 
Critique doit 6lre 61evee et impartiale. Elle doit ^tre ^lev6e en ne s'atlar- 
danl pas aiix niinuties, mais en jugeant les ceuvres snr leur ensemble. 
Elle doit^tre impartiale, parce que la perfection ne saurail^tre absolue, 
I'auteur ajant a teoir compte de conditions surabondantes ou sp^ciales. 
Les (euvres doivent done ^tre jug^es par comparaison avec celles du m^me 
genre, et non d'une mani^re absolue. Enfin, comme nn m^me probl^me 
pent admettre diverses solutions 6galemenl satisfaisantes, la Critique doit 
Stre tolerante. C'est dans ces seules conditions qu'elle pourra contribuer 
aux progr^s de I'Enseignement. Les Scuole di magistero, annexees 
aux Facult^s des Sciences, en Italic, peuvent, a ce point de vue, jouer 
un rMe utile, en ne se consacrant pas nniqnemenl aux recherches de 
science pure, et en ctudiant les questions de principes, laissees gen^ra- 
lement de cbii dans les cours universitaires. Le but primordial de ces 
6coles, )l ne faut pas I'oublier, est en effet de preparer de bons professeurs 
pour les ^coles secondaires. 



pendicG ft la premiere edition des Elements, liditc si^paremeiit chez Drucker, a 
i'adoue (1898). 

(<) En ociobre 1901 a ete publiee la troisieme Edition, aiiisi que la premiere Edi- 
tion des Nosioni elemeniari di Geomet. intuitiva, qui servent, dans les gyninases 
inferieurs (irois annees), de preparation ^ I'elude de la Geometrie rationneHe, 
celle-ci etant enseign^e, en Italie. dans Its gyninases superieui's (deux annees) et 
dans les lycees (trois annees). 



y Google 



MODIFICATIONS 



LISTE DES MEMBRES DU CONGRES. 



MM. 
Baire, Maitre de conEerences a la Faculty des Sciences de Montpellier (HerauU). 
Drach, Maitre de conferences & la Faculty des Sciences, boulevard des Ecoles, 3i , 

& Lille (Nord), 
Emelen (van), boulevard du Chateau, /igi, a Gand (Belgique). 
FoUHBT, avenue Garnot, 4i & Paris. 
GuTZHBR, Scbceffei-strasse, li, a lena. 
Henby, decede. 

HoPPBAUER, rue du Faubourg-du-Tcmple, 54, a Paris. 
JoLLES, Kurfiirstendamm, i3o, a Halense, bei Berlin. 
Lancelin, rue Boissonnade, 3, a Paris. 
Leau, rue Vavin, 6, a Paris. 
Lehioine, boulevard de Vaugirard, 4i & Paris. 
T-iNDEiJiP, Njlandsgaian, i5, k Helsingfors. 

Fade, Professeur S la Faculty des Sciences, route dc Bordeaux, n6, a Poitiers. 
Padoa, via Labicana, 32, a Rome. 
Painlbve, cite Vaneau, 9, a Paris. 
PlCQUBT, rue Monsieur-le-Prince, 4, k Paris. 
RlPEHT, a Poix (Somme). 
Seguier (de), rue des Saints-Peres, 56, a Paris. 

Zabemba, Professeur a I'Universite de Gracovie (Autriciic-Hojigrie). 
Zeuthbn, Saint-Kanntkc6tr(ede, ] i, a Gopenhaguc, K. 



y Google 



y Google 



TABLE DES MATIERES. 



PREMIERE PARTIE. 

DOCUMENTS ET PROCfiS-VEliBADX. 

Bureau du Congres i 

Bureaus des Sections , . . . 2 

Dfilegufis offieiels a 

Liste gfin^rale des Membres du Congres 3 

Emploi du temps " 

Compte rendu risumt dii Congrfis 1^ 

Precis- verbaus i4 



SECONDE PARTIE. 

CONFERENCES ET COMMUNICATIONS. 



CONFERENCES. 



Sur I'historiograpbie des Matli^matiques, par Mauhick Cjstor ( Heidelberg ) 27 

Betti, Bhioschi, CasoHATi, trois analjsles italiens et troia manifires d'envisager les 

questions d'aualjse, par Viio Voltbrra ( Rome ) 4^ 

Sur ies problemes future des Mathfimatiques, par David Hilbert ( G6ttingen ) (traduc- 
tion par L, Lauoel) 58 

Durolede I'intuition et de la logiqueen Mathematiques, par Henri PoihoarS (Paris). ii5 

Une page de la vie de Weicrstrass, par G. Mittag-Lefflkb (Stockholm) i3i 

COMMUNICATIONS. 

SECTION I. - Arithm^tique et Alg^bre. 

Sur ies groupes d'ordre lini contenus dans Ic groupc linSaire quaternaire rfigutier, par 

Leon AutONNE (Lyon) i5S 

Remarks on Kroneclter's modular systems, by Harris Hancock (Cincinnati) 161 

Sur la distribution des nombres premiers, par Helge von Koch (Stockholm) igS 

Sur le covariant r^solvant de la forme binaire du cinquiime ordre, par Raoul Pesrin 

[Paris) J99 

The known systems of simple groups and tlieir intei'-isomorphisms, by L.-E. Dick- 
son (Chicago) 220 



y Google 



454 lUIU. BUS .UTIBHES. 

A method of computing tlie comnion logarithm of a number irvitliout mailing use 

of anj-logarithm but that of some power of lo, by Artemas Martin (Washington';. sSi 
A rigorous method of finding biquadrate numbers whose sum is a biquadrate, bj 

Abtemas Martin aSg 

Un nouveau sjstfime irreductilile de postulala pour I'Algfibre, par ALEsSANnno Padoa 

(Rome) a4g 

Apercu sur Ie3 d^veloppements riScents de la th^orie des fractions continues, par H. 

PadS (Poitiers) iZ-j 



SECTION II. - Analyse. 

Sur I'dvanouissemenL des fonctions 8 de plusieurs variables, par Tef 

(KharkofT) a65 

Sur une extension de la si!rie de Taylor, par Mittag-Lefflbr ( Stookhoim ) 5^3 

Remarques relatives J la Communication de M. Mittag-Leffler, par E. Bobbl (Paris). 577 
Nouveaux syst^mes orthogonaus pour les d^rivees des fonctions 9 de dens arguments, 

par E, Jahnke (Berlin). 279 

Sur les iiitegrales completes des liquations Hax. dSrivfies partielles du second ordre, 
par Jules Dragii (Clermont-Ferrand) vSi 



SECTION III. - Gfioraarie. 

Sur les transformations de contact entre les lignes droiles et les spliercs, par G,-0. 

LovETT, a Princeton (New-Jersey) 3()i 

Sur les corps reguliers et semi-reguliers, par F,-J. Vaes, ii Rotterdam ayg 

Application of space-analysis to curvilinear coordinates, by Prof. Alexander Mao^ar- 

LANE, Lehigh University, South Bethlehem (Pensylvania) 3oi 

Coup d'ceil sur les courbes algebriquos au point de vtie de la gonalitS, par Fbdbrico 

Amodbo (Naples) 3i3 

Orthogonal transfot matmns in elliptic, or in hyperbolic space, by Irvihq Strinoram, 

Ph. D., Professor in the University of (jalifornia ^37 

Snr le thiorfime de M Salmon, concemant les cubiques planes, par V. Jamet, Pro- 

fesseur au Lyc^e de Maisedle SHg 

Un nouveau sysleme de definitions pour la geomttvie eaclidienne, par A. Pauoa 

(Rome) -. 353 

SECTIOH IV. - Mecaiiiqne. 

Remarques aur le calciil des perturbations spSciales des petites plan^tes, par Jean 
BoccARDi, S Catania 3(i5 

Sur les equations aux dfirivfies partielles a caracteristiques reelles, par J. Hadamard 
(Paris ) 373 

Sur les equations auit d6riv6es partielles, par V. Volterra (Rome) 377 

SECTION V. — Bibliographie et Histoire. 

Note on the Mathematics of the old Japanese School, by R. Fujisawa (Tokio) 379 

Les Mathematiques et la Biologic, par Ansel Gallardo (Buenos-Ajres) SgS 



y Google 



SECTION 71. - Enseignement et MSthodes. 

Note snr la critique malli^matique, par Zoel G. de Galdeano (Saragosse) 4o5 

Le iper-aritmeticlie e I'indirizzo combinatorio deli'aritmetica ordioaria, par Althbdo 
Capelli (Naples) 407 

Sue les divoi's modes d'applicatioo de ia mitliode grapbique i. i'art du calcul. Calcal 
graplii[|ue et calcul nomographique, par Maurice D'OoAeuE (Paris) 4'!) 

Sur I'uCilit^ de la publicaCiaa de certains renseigaements bibliograpliique.s en mathf-- 
maliques, par Ed. Maillkt (Paris) 4^5 

Sur la langue iaternationale auxiliaire de M. le D' Zamenhof, connue sou9 le nom 
A'Esperanio, par Ch. Meray (Dijon). (Communication pr^sentde par M. C.-A. 
Laisant.) ■ 450 

Lea postulats de la GSometrie dans I'enseignement, par G. Veronesb (Padoue) (Tra- 
duction de R. Bricard el E, Dupocoq) 4J3 

ModificatioDs a la lisle des Membres du Congres 45' 



y Google 



y Google 



